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メモリ量を低減した近似ベイズ符号化アルゴリズム
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あらまし 情報源の確率モデルは既知であるが，そのパラメータは未知である場合の符号化法において，ベイ
ズ符号はベイズ基準のもとで冗長度を最小にする符号である．また，ベイズ符号を構成するアルゴリズムとして
FSMX情報源に対する文脈木を用いたベイズ符号化法が提案されている．このアルゴリズムは文脈木を逐次的に
生成することにより，最大深さが任意の FSMX 情報源に対してベイズ符号を構成している．しかし，実用化を
考えた場合，系列長とともに文脈木を生成することはメモリの点から困難である．本論文ではメモリ容量を低減
した近似ベイズ符号化アルゴリズムを提案しその性能を評価する．

キーワード ベイズ符号，ユニバーサル符号，文脈木，事後分布

1. ま えが き

情報源の確率構造について完全な情報が得られてい

ない場合の符号化法，すなわちユニバーサル情報源符

号化法に関しては従来より多くの研究がなされてい

る [1], [2]．情報源の分布のクラスのみを仮定し，その

パラメータに関しては未知の場合を扱うユニバーサ

ル符号の中で，ベイズ符号は冗長度をベイズ基準の

もとで最小にする符号である [3]．そして，FSMX情

報源に対して文脈木を用いたベイズ符号の効率的な

アルゴリズムが提案されている [4], [5]．これらのアル

ゴリズムはあらかじめ文脈木の深さを設定しており，

FSMX情報源の一部のクラスに対するベイズ符号を構

成するものであった．一方近年，文脈木を逐次的に生

成することによりすべての FSMX情報源のクラスを

対象としたベイズ符号化アルゴリズムが提案されてい

る [6], [7]．しかし，これらのアルゴリズムにおいては

文脈木のノード数が系列長とともに増大するため，実

用化の際には莫大なメモリ量を必要としてしまう．情

報源の確率構造を全く仮定しないユニバーサル符号で

ある Ziv-Lempel（LZ）符号 [8]は漸近的に最良な符

号であるが，実は同様の問題を抱えており，実用化に

際してはある深さまでしか文脈木を成長させない，な
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どのアルゴリズムでこの問題を回避している．

本論文では，文脈木のノード数をメモリ量と考え，

まずノード数を低減したアルゴリズムを提案する．次

に，提案アルゴリズムを用いたときの 1シンボル当り

の符号長がベイズ符号化法の符号長と漸近的に一致す

ることを示す．更に，提案アルゴリズムの有限時点で

の性能をいくつかの数値実験により評価する．

2. ベイズ符号化法

2. 1 FSMX情報源

ベイズ符号は情報源の分布のクラスのみが既知であ

り，そのパラメータが未知の場合を対象とした符号で

ある．松嶋らにより提案されたベイズ符号を構成する

効率的なアルゴリズム（以下，ベイズ符号化法と呼ぶ．）

は有限アルファベット上の FSMX情報源を対象とし

ている．次に FSMX情報源について定式化を行う．

FSMX 情報源とは過去の有限系列から現在のシン

ボルの発生確率の決まる情報源でマルコフ過程の一

種である．FSMX情報源は階層型モデルであるため，

モデルとそのモデルのもとでのパラメータの二つに

より定まる．xn : x1x2 · · ·xn を長さ n の情報源系

列とすると，FSMX情報源における t 時点の状態は

情報源系列 xt−1 により決まる．FSMX 情報源モデ

ル m における状態の集合を S(m) であるとし，こ

の情報源系列 xt−1 から状態 s ∈ S(m) への写像を

s(xt−1) とする．ここで，情報源アルファベットを
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図 1 binary-FSMX 情報源モデル（木表現）
Fig. 1 An example of binary-FSMX source model.

a ∈ A = {a|0 <= a <= l − 1} とすると各状態 s での

シンボルの出現確率は (l − 1) 次元パラメータベクト

ル θs = {θs
1, θ

s
2, · · · , θs

l−1} によって決まる．したがっ
て，シンボル xt の xt−1 のもとでの条件付き確率は

P (xt|θs(xt−1), s(xt−1)) となる．

結局，情報源系列 xt の発生確率は以下で表される．

P (xt) = P (x1|θs(λ), s(λ))P (x2|θs(x1), s(x1))

· · ·P (xt|θs(xt−1), s(xt−1)), (1)

ここで，s(λ) は初期状態を表す．

l − 1 次元パラメータベクトル θs は各状態 s に対

応しているので一つの FSMX情報源のパラメータを

|S(m)|(l − 1) 次元パラメータベクトル θm で表すこ

とにする．すると，FSMX情報源はモデル m とその

もとでのパラメータを表す θm により定義される．

FSMX情報源モデル m はまた，完全木で表現する

ことができる．木におけるそれぞれの枝はシンボル

a ∈ A に対応している．また，木における葉ノード

から根ノードへの一つのパスをコンテクスト若しくは

ポストフィクスと呼ぶ．木表現におけるそれぞれの葉

ノードは状態 s と 1 対 1 対応しているので，葉ノー

ドは s と書くことができ，FSMX情報源モデル mに

おける状態の集合 S(m) は木表現における葉ノードの

集合といえる．

図 1に 2 元 FSMX 情報源モデル m1 の木表現例

を示す．文脈 xt−1 = · · · 10 で決定される状態を s10

と書くことにすると，系列 x5 = 10010 において

t = 2 時点の状態は s(1) = s1，t = 3 時点の状態は

s(10) = s10，t = 4 時点の状態は s(100) = s00 とな

る．また，S(m1) = {s1, s10, s00} である．
なお，本論文では 2元 FSMX情報源（ l = 2）を考

え，パラメータのとり得る範囲は 0から 1の開区間，

すなわち θs ∈ (0, 1)，とする．

2. 2 FSMX情報源に対するベイズ符号化法

情報源系列の確率を仮定すれば算術符号を用いるこ

とにより符号化が可能であるため，ユニバーサル情報

源符号化の問題はシンボルの出現確率を決定する問題

に帰着する．ベイズ符号はベイズ基準のもとで冗長度

を最小にシンボルの出現確率（以下，符号化確率と呼

ぶ）を決定する．FSMX情報源モデル m とそのもと

でのパラメータ θm が共に未知でありかつ，FSMX情

報源モデル m の事前確率 P (m)，モデル m のもと

でのパラメータ θm の事前確率 P (θm|m)が既知であ

るとき，ベイズ符号の符号化確率は以下の式で求めら

れる．

［補題 2.1］[3] FSMX情報源 (m, θm) に対するベイ

ズ符号の符号化確率は

AP (xt|xt−1)

=
∑

m∈M

∫
θm

P (xt|xt−1, θm,m)

· P (θm|m,xt−1)P (m|xt−1)dθm, (2)

である．ここで，P (θm|m,xt−1)は FSMX情報源 m

と xt−1 のもとでの θm の事後確率，また P (m|xt−1)

は xt−1 のもとでの m の事後確率を表す． ✷

ベイズ符号化法は上記の符号化確率を効率的に求め

るアルゴリズムである．以下，そのアルゴリズムにつ

いて説明する．ベイズ符号化法は各時点ごとに 1) 文

脈木の生成を行い，その文脈木を用いて 2) 符号化確

率の計算を行う．最初に，文脈木の生成法について説

明する．

2. 2. 1 文脈木の生成

部分系列 xj
i を xj

i = xixi+1 · · · xj とする．t 時点

のシンボル xt に対してそのポストフィクス（注1）に対応

するノード s(λ), s(xt
t−1), s(x

t
t−2), · · · , s(xt

1) のうち，

既に文脈木に含まれているノードを除いたノードを文

脈木に加える． ✷

t 時点のポストフィクスに対応するノードの

集合を St と書くことにする．つまり，St =

{s(λ), s(xt
t−1), s(x

t
t−2), · · · , s(xt

1)} となる．
このようにして生成された文脈木は現在得られてい

る系列から考えられるすべての FSMX情報源の状態

の集合となっている．

更に，松嶋らは以下の式を提案した [5]．

（注1）：x5 = 01001 のとき，x5(= 1) のポストフィクスは，部分系列
の集合 {λ, 0, 00, 100, 0100} である．ここで λ は空系列を表す．
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P (s) =
∑

{m|s∈S(m)}
P (m). (3)

［注意 2.1］ ここで，上記の確率は次の式を満たして

いる．∑
s∈St

P (s) = 1. (4)

この式は文脈木における一つのノードの事前確率にそ

のノードを状態として含む FSMX情報源モデルの事

前確率を対応させたものである．この式を用いること

により，一つのポストフィクスに属するノードを考え

るのみでベイズ符号の符号化確率を計算することが

できる．式 (3)を用い，更にパラメータの事前分布に

ディレクレ分布を仮定すると，符号化確率の計算式は

次の補題で与えられる．

2. 2. 2 符号化確率の計算

［補題 2.2］ [7]

AP (xt|xt−1)

=
∑
s∈St

P s(xt|xt−1, s)P (s|xt−1), (5)

ここで，

P s(xt|xt−1, s) =
n(xt|xt−1, s) + β(xt|s)∑l−1

i=0
n(i|xt−1, s) + β(s)

, (6)

である．また，β(xt|s)，β(s) はそれぞれ既知のディ

レクレ分布のパラメータである．また n(i|xt−1, s) は

xt−1 における状態 s のもとでのシンボル i の発生回

数で xt−1 により計算される． ✷

式 (5)における和は t 時点のポストフィクスに対し

てとられる．ゆえに，文脈木と式 (5)を用いれば，符

号化確率を計算する際に，t 時点のポストフィクスの

みを考えればよいことになる．

ここで，ノードの事後確率は以下のように更新さ

れる．

P (s|xt) =
q(s|xt)∑

s∈St
q(s|xt)

(7)

ただし，

q(s|xt) (8)

=

{
P s(xt|xt−1,s)P (s|xt−1)

AP (xt|xt−1)
, if s ∈ St

P (s|xt−1), if s |∈ St

である．また，P (s|x0) = P (s)は事前分布であり，既

知の P (m) より計算される．

上記のもとで，次の式が成り立つことに注意され

たい．

P (s|xt) =
∑

{m|s∈S(m)}
P (m|xt). (9)

松嶋らにより上記の更新過程の簡略法が提案されてい

る [5]．

2. 3 ベイズ符号化法の問題点

前節で述べたとおり，松嶋らにより提案されたベイ

ズ符号化法を用いることにより，符号化確率の計算は

非常に効率的に行うことができる．しかし，文脈木の

生成において系列長が増加すればするほど，文脈木の

深さも増加してしまう．

メモリ容量の面から増加するすべてのノードを保持

しておくことは非常に困難である．そのため，ベイズ

符号はベイズ基準のもとで最適な符号であり，その構

成アルゴリズムも提案されているが，このままでは実

用化は困難と考えられる．

3. 提案アルゴリズム

3. 1 FSMX情報源に対するベイズ符号の性質

提案アルゴリズムの前に，本節で FSMX 情報源の

性質と FSMX情報源に対するベイズ符号化法の性質

を調査する．

FSMX情報源 (m∗，θ∗m∗
) によりデータが発生し

ているとする．本研究においてこれらをそれぞれ真の

モデル m∗，真のモデルにおける真のパラメータ θ∗m∗

と呼ぶことにする．更に，m∗ の要素を s∗ とし，真

のノードと呼ぶことにする．真のモデルにおける真の

パラメータ θ∗m∗
を真のノードごとに対応させた θ∗s∗

を真のノードにおける真のパラメータと呼ぶことにす

る．更に，ノード s′ が文脈木においてノード sの子孫

にあたる場合，その関係を s′ � s と書くことにする．

ここで，真のノード s∗ の定常分布を q(s∗) と書く

ことにし，文脈木における各ノード sに対して次の値

を定義する．

θ∗s =




θ∗s∗ if s � s∗∑
s∗∈S̄∗

q(s∗)θ∗s∗∑
s∗∈S̄∗ q(s∗)

if s � s∗.

ここで，S̄∗ は真のノードの集合の中でノード s

の子孫にあたるノードの集合を指す．すなわち，

S̄∗ = {s∗ : s∗ � s} である．上記により定義され
るパラメータを各ノードにおける真のパラメータと呼
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ぶことにする．つまり，真のノードより子孫側にあれ

ばそのノードの真のパラメータは真のノードのそれと

同じである．また，真のノードより親側にあるノード

に対しては，その子孫側に真のノードが複数存在する

ので，それらを定常分布で荷重平均してやったものを

真のパラメータと呼ぶ．これらを各ノードの真のパラ

メータと呼ぶのは以下が成り立つことによる．

∀i ∈ A に対して

lim
n→∞

n(i|xn, s)∑l−1

i=0
n(i|xn, s)

= θ∗s
i a.s., (10)

となる．上式は各ノードにおいてシンボル i の出現頻

度が θ∗s
i に概収束することを意味する．これより文脈

木における任意の FSMX情報源モデル m に対して，

真のパラメータ，θ∗m = {θ∗si1 , · · · , θ∗si|S(m)|}, ここ
で si1, · · · , si|S(m)| ∈ S(m), が定義できる．

更に仮定の前に次を準備する．深さ J の葉ノー

ド sJ をもつ FSMX 情報源モデル msJ に対して，

S(msJ ) = {si1, · · · , si(|S(m)|−1), s
J} であるとし，

J |= 0 である場合を考える．ノード sJ に対して，

木表現におけるその親ノードを sJ−1 とすると，2

元 FSMX情報源モデルを考えているため sJ−1 を祖

先としてもつ葉ノードが S(msJ ) 内に sJ 以外に一

つ以上存在する．このノードの集合を SJ とすると

S(msJ−1) = (S(msJ ) ∪ {sJ−1}) \ ({sJ} ∪ SJ ) なる

FSMX 情報源モデル msJ−1 が定義できる．また同

様にノード sJ−1 に対しても sJ−1 |= sλ であれば，

FSMX 情報源モデル msJ−2 が定義できる．このよ

うに一つの FSMX 情報源モデルに対して，ある深

さ J の葉ノード sJ に注目し上記の操作を繰り返す

と J + 1 個の FSMX情報源モデルが定義できる．す

ると sJ , · · · , s0 はポストフィクスをなす．すなわち，
s0 = sλ であり，s0 � s2 � · · · � sJ が成立してい

る．次に仮定を述べる．

［仮定 3.1］ 葉ノード sJ をもつある FSMX情報源に

対して，0 <= j < i <= J とすると

D
(
P ∗

m∗ ;P ∗
m

sj

)
−D

(
P ∗

m∗ ;P ∗
m

si

)
> 0, (11)

が成立する．ここで，P ∗
m は確率分布 P (X|θ∗m,m)

を表す．また，D(P (X);Q(X))は確率分布 P (X)と

Q(X) の間の KL情報量である． 　 ✷

上記の仮定は，ある FSMX情報源と KL 情報量的

に最も近い任意の低次の FSMX情報源に対して，同

様の確率分布を表現可能なより低次の FSMX情報源

が存在しないことを意味している．

［例 3.1］ 深さ 2の 2元マルコフ情報源を考える．各状

態でのシンボルの出現確率が次のような場合，この情

報源は仮定 3.1 を満たす．P (0|00) = 0.2, P (0|10) =

0.3, P (0|01) = 0.4, P (0|11) = 0.5．

また，最大深さ 2 の FSMX 情報源の各状態での

シンボルの出現確率が次のような場合を考える．

P (0|0) = 0.5, P (0|01) = 0.4, P (0|11) = 0.6. ここで，

s2 = s11 であるとすると，s1 = s1, s
0 = sλ である．

ここで，S(ms1) = {s0, s1} であり，S(ms0) = {sλ}
である．また，P (0|θ∗s0 , s0) = P (0|θ∗s1 , s1) = 0.5，

P (0|θ∗sλ , sλ) = 0.5 である．ゆえに，

D
(
P ∗

m∗ ;P ∗
m

s1

)
−D

(
P ∗

m∗ ;P ∗
m

s0

)
= 0, (12)

となるのでこの情報源は仮定 3.1 を満たさない． ✷

FSMX 情報源に対しては以下の式が成立すること

が示されている [13]．

［性質 3.1］ 重複対数の法則が成り立つ．任意の i に

対して，

lim sup
n→∞

n(i|xn, s) − nθ∗s
i

(2nσ log log n)
1
2

= 1 a.s. (13)

σ は FSMX情報源におけるシンボルの分散とする

上記の性質より次が成り立つ．

［系 3.1］ θ̂m(xn) を θm の最ゆう推定量とすると，

||θ̂m(xn) − θ∗m|| <= O

((
log log n

n

)1
2
)

a.s.,(14)

が成立する． ✷

［性質 3.2］ パラメータの最ゆう推定量が以下を満

たす．

P (θ̂m(xn)|m,xn) =
(
n

2π

)km
2

√
det I(θ̂m(xn)|m)

+o(n
km
2 ) a.s., (15)

ここで，I(θm|m) は，パラメータ θm の Fisher情報

量行列を表す．すなわち，

I(θm|m)

= − lim
n→∞

1

n
E
∂2 logP (xn|m, θm)

∂θm∂θmT
, (16)

である． ✷

また，大数の強法則より以下も成り立つ．
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［性質 3.3］ ∀θm,m に対して

1

n
log

P (xn|m∗, θ∗m∗
)

P (xn|m, θm)
−D(pθ∗

m∗ ||pθm

m )

= o(1) a.s., (17)

となる．ここで，D(pθ∗
m∗ ||pθm

m )は分布 p(X|θm∗
, m∗)

と分布 p(X|θm, m) の間の KL情報量を示す． ✷

上記のもとで後藤らは次の補題を示した [13]．

［補題 3.1］ [13] 任意の FSMX情報源 m |= m∗ に対

して，適当な事前分布のもとで，

lim
n→∞

∣∣∣∣ P (xn|m)

P (xn|m∗)

∣∣∣∣ = 0 a.s., (18)

が成立する．ただし，m の集合M は有限集合．

ここで，上記補題の証明に集合M は有限である条

件を用いていないことより，次の系が成立することに

注意されたい．

［系 3.2］ 任意の FSMX 情報源 m |= m∗ に対して，

適当な事前分布のもとで，

lim
n→∞

∣∣∣∣ P (xn|m)

P (xn|m∗)

∣∣∣∣ = 0 a.s., (19)

が成立する．ただし，m の集合M は加算無限集合．

✷

また，次の補題も成立する．

［補題 3.2］ s′ � s∗（若しくは，s∗ � s′）を満たす

s′ について，適当な事前分布のもとで，

lim
n→∞

∣∣∣∣P (xn|ms′)

P (xn|ms)

∣∣∣∣ = 0 a.s., (20)

を満たす s : s′ � s�s∗(s∗�s � s′)が存在する．た

だし s�s′ は，s � s′ または s = s′，を意味するこ

ととする．

（証明）付録参照． ✷

また，次を仮定する

［仮定 3.2］ 任意の s に対してその子ノードを s1 と

したとき

P (s1) =
1

r
P (s), (21)

ここで r > 1 である． ✷

上記の仮定は Willemsらによる CTW 法において

も仮定されている [4]．

これらの系，補題より，FSMX情報源におけるベイ

ズ符号の漸近的性質に関する定理を得る．ただし，S

を n 時点の文脈木における任意のポストフィクスと

する．

［定理 3.1］ 任意の FSMX情報源と任意の s |= s∗ と

なる s, s∗ ∈ S に対して，

lim
n→∞

∣∣∣∣ P (s|xn)

P (s∗|xn)

∣∣∣∣ = 0 a.s. (22)

が成り立つ．

（証明）式 (9)より，

P (s|xn)

P (s∗|xn)

=

∑
{m|s∈S(m)} P (xn|m)P (m)∑
{m|s∗∈S(m)} P (xn|m)P (m)

(23)

<=

∑
{m|s∈S(m)} P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)
, (24)

である．上式分子の集合は可算無限個の要素をもつ．

そこで，次のように分けて考える．

M̄s = {m|D (P ∗
m∗ ;P ∗

m) > 0}, (25)

M̄C
s = {m|D (P ∗

m∗ ;P ∗
m) = 0}. (26)

ここで，補題 3.2 の証明より，任意の m ∈ M̄C
s に

対して

lim
n→∞

p(xn|m)

p(xn|m∗)
= O

(
1

n
km∗−km

2

)
(27)

である．また，任意の m ∈ M̄C
s において，km > k∗

m

である．ゆえに ci を，M̄C
s において km = km∗ + i

であるモデルの数とすると

lim
n→∞

∑
m∈M̄C

s
P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)

=

∞∑
i=1

O

(
ci

n
i
2

)
a.s., (28)

である．ここで，ci <= |S(m∗)|i であることを考える
と，結局

∞∑
i=1

O

(
ci

n
i
2

)
<=

∞∑
i=1

O

(
|S(m∗)|i

n
i
2

)
, (29)

が成立する．ここで，

∞∑
i=1

|S(m∗)|i
n

i
2

=

∞∑
i=1

(
|S(m∗)|
n

1
2

)i

=

∞∑
i=1

(
|S(m∗)|
n

1
2

)i−1

− 1, (30)
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である．ここで
∑∞

i=1
( |S(m∗)|

n
1
2

)i−1 は初項 1，項比

|S(m∗)|
n

1
2
の等比級数で，その和は nが十分大きいとき，

1 に収束する．ゆえに

∞∑
i=1

(
|S(m∗)|
n

1
2

)i−1

− 1 = 0, (31)

となる．上式は式 (28)が 0 に収束することを示して

いる．

一方，M̄s は D (P ∗
m∗ ;P ∗

m) の値により，更にいく

つかの集合に分割することができる．

例えば，

S(m∗) = {s(000), s(100), s(10), s(01), s(011),

s(111)} (32)

であるとし，s∗ = s(000)，s = s(00)，であると

する．この場合，S(m) = {s(00), s(10), s(1)}，と
いうモデルと同様の確率分布を表現する集合と，

S(m) = {s(00), s(10), s(01), s(11)}，というモデル
と同様の確率分布を表現する集合，{ s(00), s(10),

s(01), s(011), s(111)},と同様の確率分布を表現する
集合の三つに分けることができる．

この集合を M̄s1, M̄s2, · · · , M̄sj ,とすると，j は m∗

と sに依存するが有限である．ここで，補題 3.2 の証

明より，任意の m ∈ s̄i に対して

lim
n→∞

p(xn|m)

p(xn|m∗)
= O(e−nD(P∗

m∗ ;P∗
m)) a.s., (33)

であるので，

lim
n→∞

∑
m∈M̄si

P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)

=

∞∑
i=1

O

(
|S(m∗)|i

enD(P∗
m∗ ;P∗

m)

)
a.s., (34)

が成立する．上式は 0 に収束することがわかるので，

結局

lim
n→∞

∑
{m|s∈S(m)} P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)

= lim
n→∞

j∑
i=1

　

∑
m∈M̄si

P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)

+

∑
m∈M̄C

s
P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)
　

= 0 a.s., (35)

を得る．これは定理が成り立つことを示している．

✷

以上の議論より以下の補題が成り立つ．

［補題 3.3］ ∀s∗ ∈ S(m) に対して仮定 3.2 のもとで

lim
t→∞

∣∣P s(xt|xt−1, s∗(xt−1)) − AP (xt|xt−1)
∣∣

= 0 a.s., (36)

が成立する．ここで，s∗(xt−1) は xt−1 のポストフィ

クスにおける s∗ を表す． ✷

（証明） 　∑
s:s |=s∗,s∈Sn

P (s|xn)

P (s∗|xn)

=
∑

s:s |=s∗,s
s∗,s∈Sn

P (s|xn)

P (s∗|xn)

+
∑

s:s |=s∗,s�s∗,s∈Sn

P (s|xn)

P (s∗|xn)
(37)

が 0 に収束することを示す．ここで，上式の右辺第

1 項は有限個の和であるので定理 3.1 より，任意の

ν > 0 に対して十分大きい n で∑
s:s |=s∗,s
s∗,s∈Sn

P (s|xn)

P (s∗|xn)
< ν (38)

である．

一方，s∗ の Sn に含まれる子ノードを s1，その子

ノードを s2 とし以下，s∗ � s1 � s2 � · · · ∈ Sn

とする．補題 3.2 の証明と同様に考えると，仮定 3.2

より

lim
n→∞

P (si+1|xn)

P (si|xn)
< O

(
1

r

)
a.s., (39)

である．ゆえに任意の µ > 0 に対して∑
s:s |=s∗,s�s∗,s∈Sn

P (s|xn)

P (s∗|xn)
< µ a.s., (40)

となるように n を選ぶことができる．

定理 3.1と上記の議論から任意の ε > 0∑
s:s∈Sn,s |=s∗

P (s|xn)

P (s∗|xn)

= µ + ν < ε, (41)

となる n が存在する．すなわち

lim
n→∞

P (s∗|xt−1) = 1 a.s., (42)
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が成立することがわかる．

上記は補題が成立することを意味している． ✷

上の定理は真のノードの事後確率が漸近的に 1に概

収束することを示している．つまり，漸近的には真の

ノードのみから計算した符号化確率とベイズ符号の符

号化確率とは一致することがわかる．

3. 2 提案アルゴリズム

前節で見たように真のノードのみを考慮すれば漸近

的にベイズ符号と一致する符号化確率を得ることがで

きる．言い換えると，事後確率最大ノードのみを考え

ればよいということである．しかしながら，事後確率

最大ノードを探索するためにはすべてのノードを保持

しておかねばならず，ベイズ符号化法と使用するノー

ド数は変わらない．そこで，本研究では一つのポスト

フィクスに対して有限個のノードを用い，漸近的に事

後確率最大のノードを含むアルゴリズムを提案する．

アルゴリズムは符号化確率の計算，事後確率の更新，

文脈ノード集合の更新の三つの過程からなる．ベイズ

符号化法と大きく異なるのは文脈ノード集合の更新方

法であり，その文脈木のもとでは符号化確率の計算と

事後確率の更新はベイズ符号化法とほぼ同様である．

詳しい文脈ノード集合の更新方法は付録に示し，ここ

では概要のみを述べる．なお，提案するノード集合は

木ではなくグラフとなっている．それゆえ，本研究で

はこのノード集合のことを文脈グラフと呼ぶ．

［準備］ 提案アルゴリズムは一つのポストフィクスに

対して C(> 1) 個のノードのみを用いる．M(xt−1)

を t− 1 時点において提案アルゴリズムにより作られ

た文脈グラフとする．M(xt−1) は xt−1 により定ま

る確率変数である．そして，Sp(xt−1) を提案アルゴ

リズムにより作られる文脈グラフに含まれるノードと

xt のポストフィクスに対応するノードの共通集合と

する．すなわち，Sp(xt−1) = {s|M(xt−1)∩ St} であ
り，|Sp(xt−1)| = C である．またしきい値 α, β > 0

を用意する．ここでは，xt−1 の条件付符号化確率

APp(xt−1|xt−2) まで計算済みであり，M(xt−1)は得

られているものとする．このもとで APp(xt|xt−1) の

計算法，提案文脈グラフの更新法を述べる．なお，以下

では M(·)における任意のポストフィクス Sp(xi)に対

して，maxj s(x
i
i−j)を満たすノードを葉ノードと呼ぶ

ことにする．更に，従来の文脈木と同様にノード間の

親子関係を次のように定義する．すなわち，任意のポス

トフィクス Sp(xi) において s(xi
j), s(x

i
j+1) ∈ Sp(xi)

となる場合 s(xi
j)を s(xi

j+1)の子ノードと呼ぶことに

する．

（ 1）符号化確率の計算

xt と M(xt−1) から Sp(xt−1) を求め，Sp(xt−1) に

おける事後確率を正規化する．

Pp(s|xt−1) =
Pp(s|xt−1)∑

s∈Sp(xt−1)
Pp(s|xt−1)

, (43)

正規化後の Pp(s|xt−1) と次式を用いて符号化確率

APp(xt|xt−1) を計算する．

APp(xt|xt−1)

=
∑

s∈Sp(xt−1)

P s(xt|xt−1, s)Pp(s|xt−1), (44)

ここで，P s(xt|xt−1, s) は式 (6)で定義される．

（ 2）事後確率の更新

次式を用いて M(xt−1) におけるノードの事後確率を

更新する．

Pp(s|xt) =
qp(s|xt)∑

s∈Sp(xt−1)
qp(s|xt)

, (45)

ここで

qp(s|xt)

=

{
P s(xt|xt−1,s)Pp(s|xt−1)

APp(xt|xt−1)
, if s ∈ Sp(xt−1)

Pp(s|xt−1), if s |∈ Sp(xt−1)

(46)

である．

（ 3）文脈グラフの更新

［ステップ 1］ M(xt) = M(xt−1) とする．Sp(xt−1)

における葉ノードを s(xt−1
j ) とし，その親ノードを

s(xt−1
j+1)とする．

Pp(s(xt−1
j+1)|xt)

Pp(s(xt−1
j

)|xt)
を計算し，α よりも小

さければ，ノード s(xt−1
j+C−1)を M(xt)から削除する．

更に s(xt−1
j+C−1)の子ノード集合M(C, s(xt−1

j+C−1))を

M(xt) に追加する．ここで，M(C, s(xt−1
j+C−1)) は削

除するノードより C 世代子孫にあたるすべてのノード

を表す．すなわち，|M(C, s(xt−1
j+C−1))| = 2C ,である．

［ステップ 2］ 追加ノードの n(i|xt) は系列を遡って

数え上げる．そのため，任意の i ∈ A に対して，

P s(i|xt, s) は従来のベイズ符号化法と同様の値とな

る．また，

［ステップ 3］ 追加ノードの事後確率は次のように

なる．
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Pp(s(xt−1
j−1)|xt)

= P s(xt|s(xt−1
j−1))P (s(xt−1

j−1)), (47)

ここで

P s(xt|s)

=
Γ(β(s))Γ(β(s|xt) + n(0|xt, s))

Γ(β(xt|s))Γ(β(s))

·Γ(β(s) − β(s|xt) + n(1|xt, s))

Γ(
∑1

i=0
n(i|xt, s) + β(s))

, (48)

である．

上記のようにして M(xt) に子孫ノードを付け加え

るかどうかを決定する．一つノードを付け加えるごと

に最も親ノード側にあるノードを削除するので一つの

ポストフィクスに対して用いるノードは常に C 個で

ある．更に，子ノード側にノードを伸ばすのみでは真

のノードより深いノードを選択してしまう場合（以降

overestimateと呼ぶ）が生じる．ステップ 2において

子孫ノードを付加しなかった場合のみ，以下のような

アルゴリズムで親ノード側に対しても判定してやるこ

とにする．

［ステップ 4］ S(xt−1
l ) を Sp(xt−1) において最も親

ノード側にあるノードとする．

［ステップ 5］
Pp(s(xt−1

i−1)|xt)

Pp(s(xt−1
i

)|xt)
を計算し，β より小

さければノード s(xt−1
i+1) を M(xt) に付け加え，

M(C, s(xt−1
i+1)) に含まれるすべてのノードを M(xt)

から削除する．

［ステップ 5］ 追加ノードの n(i|xt) は系列をさかの

ぼって数え上げる．また，追加ノードの事後確率は

Pp(s(xt−1
i+1)|xt)

=
P s(xt|s(xt−1

i+1))P (s(xt−1
i+1))

APp(xt)
, (49)

ここで，

APp(xt) = Πt
i=1APp(xt|xt−1), (50)

であるとする．

［注意 3.1］ 符号化確率を計算する際に M(xt)におけ

る任意のポストフィクスにおいて事後確率の和が 1で

ある必要がある．そのため，提案アルゴリズムでは符

号化確率を計算する前に式 (43)を用いて事後確率を正

規化する．これは提案文脈グラフ M(xt)における任意

のポストフィクス Sp に置いて
∑

s∈Sp
Pp(s|xt) = 1,

が成立しているとは限らないからである．これには次

のような場合が考えられる．

ノードを文脈グラフに追加しない場合を考える．

式 (45) により xt−1 時点で更新された事後確率に

対して
∑

s∈Sp(xt−1)
Pp(s|xt−1) = 1, が成立するが∑

s∈Sp(xt)
Pp(s|xt−1) = 1, が成立するとは限らな

い．例えば，M(xt−1) = {s(λ), s(0), s(1)}, C = 2

の場合を考え，Pp(s(λ)|xt−1) + Pp(s(0)|xt−1) =

1, Pp(s(λ)|xt−1) + Pp(s(1)|xt−1) = 1, であるとす

る．ここで xt−1 = · · · 00 であった場合，Sp(xt−1) =

{s(λ), s(0)}, であり，符号化確率は次のようになる．

APp(xt|xt−1) = P s(xt|s(λ))Pp(s(λ)|xt−1)

+P s(xt|s(0))Pp(s(0)|xt−1),

各ノードの事後確率は式 (45)より

Pp(s(λ)|xt) =
P s(xt|s(λ))Pp(s(λ)|xt−1)

APp(xt|xt−1)
,

Pp(s(0)|xt) =
P s(xt|s(0))Pp(s(0)|xt−1)

APp(xt|xt−1)
,

Pp(s(1)|xt) = Pp(s(1)|xt−1),

のように更新される．この更新により明らかに

Pp(s(λ)|xt) + Pp(s(1)|xt) = 1, は成立していない．

従来のベイズ符号化法においても同様の問題があるが，

従来のベイズ符号化法においては親ノードと子ノード

の事後確率の比を保存しておき，計算量を低減するア

ルゴリズムが提案されている [5], [6]．提案アルゴリズ

ムにもこれらの手法が計算量の低減に有効であると考

えられる． ✷

［注意 3.2］ 追加ノードの事後確率は式 (47)，式 (49)

により決定される．このアルゴリズムを用いるとス

テップ 1あるいはステップ 5の際の事後確率の比較の

式において

Pp(s|xt)

Pp(s′|xt)
=

P (s|xt)

P (s′|xt)
, (51)

となることに注意されたい． ✷

［例 3.2］ 図 2 に提案文脈グラフの例 (C = 2) を示

す．提案文脈グラフは図の白丸ノードと点線部分の枝

は保持せず，黒丸ノードのみを保持している（注2）．現

時点での提案文脈グラフが図 2のような状態であり，

（注2）：従来のベイズ符号化法における文脈木は白丸，黒丸とすべての
枝を含んだ木になる．
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図 2 提案文脈グラフ (C = 2)

Fig. 2 An example of the proposed context graph.

図 3 提案文脈グラフ (C = 2) 更新後
Fig. 3 An example of the proposed context graph.

APp(xt| · 10) を計算したいとする．式 (44)に基づき

APp(xt| · 10)

= P s(xt|xt−1, s(0))Pp(s(0)|xt−1)

+P s(xt|xt−1, s(10))Pp(s(10)|xt−1), (52)

を計算し事後確率を更新した後，Pp(s(0)|xt)

Pp(s(10)|xt)
を計算，α

未満であれば，図 3のように文脈グラフを更新する．こ

こで，M(2, s(0)) = {s(000), s(100), s(110), s(010)}
である．図 2，図 3で示すように各ポストフィクス

において常に C = 2 個のノードが保持されている．

すなわち，ここで t + 1 時点のポストフィクス St+1

を，St+1 = {s(λ), s(0), s(10), s(110), · · ·}，とすると，
Sp(xt) = {s(10), s(110)}，である． ✷

例で示したように，提案文脈グラフは各ポストフィ

クスにおいて C 個のノードを保持するアルゴリズム

になっている．また，提案文脈グラフは根ノードをも

たない場合があるので，一般的に一つの木では表すこ

とはできない．図 3 のように従来のベイズ符号化法

における文脈木の部分木を複数含んだノードの集合に

なっている．

提案アルゴリズムと従来のベイズ符号化法との符号

化確率の計算法の相違点は，混合をとるノード集合が

異なるという点である．従来法では混合をとる集合が

系列長とともに増加していったが，提案法では混合を

とる集合は常に定数 C である．

4. 提案アルゴリズムの性能評価

この章では提案アルゴリズムの性能を評価する．

4. 1 符号長に関する理論評価

提案アルゴリズムの性能評価に関する主定理は以下

のとおり．

［定理 4.1］ 仮定 3.1を満たす任意の FSMX情報源に

対して，次を満たす N0 が存在する．∀n > N0 にお

いて s∗ ∈ Sp(xn) がほとんどすべての xn で成立す

る． ✷

（定理 4.1 の証明）提案アルゴ リズムにおける

P s(i|xn, s)は系列をさかのぼって数えられていること

より，任意の s′, s ∈ Sp(xn) に対して次の等式が成立

する．

Pp(s′|xn)

Pp(s|xn)
=

P (xn|s′)P (s′)
P (xn|s)P (s)

=

∑
{m|s′∈S(m)} P (xn|m)P (m)∑
{m|s∈S(m)} P (xn|m)P (m)

.

(53)

2番目の等式は P (s|xn) の定義より成立する．

ここで，定理 3.1 の証明と同様に考えると，式

(53) の右辺は 0 に概収束する．ゆえに式 (53) より，

s′ � s � s∗ であるような任意の s′ � s に対して一

様に次が成立する．すなわち，s′, s ∈ Sp を満たすほ

とんどすべての xn に対して

lim
n→∞

Pp(s′|xn)

Pp(s|xn)
< α a.s., (54)

が成立する．同様に式 (53) と補題 4.1 より，s∗ �
s � s′ であるような任意の s′ � sに対して一様に次

が成立する．すなわち，s′, s ∈ Sp を満たすほとんど

すべての xn に対して

lim
n→∞

Pp(s′|xn)

Pp(s|xn)
< β a.s., (55)

が成立する．これより，α, β が 0 より大きければ提案

アルゴリズムは確率 1で s∗ を含むことがわかる．ゆ
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えに定理は証明された． ✷

更に，次の補題が成立する．

［補題 4.1］ s, s∗ ∈ Sn，∀s |= s∗を満たす任意の s, s∗

に対して仮定 3.1のもとで，一様に次が成立する．す

なわち，s∗, s ∈ Sp を満たすほとんどすべての xn に

対して

lim
n→∞

∣∣∣∣ Pp(s|xn)

Pp(s∗|xn)

∣∣∣∣ = 0 a.s., (56)

が成立する．

（証明）　定理 4.1 の証明と同様に

Pp(s|xn)

Pp(s∗|xn)
=

P (xn|s)P (s)

P (xn|s∗)P (s∗)

=

∑
{m|s∈S(m)} P (xn|m)P (m)∑
{m|s∗∈S(m)} P (xn|m)P (m)

,

(57)

ここで，s∗ ∈ S(m∗) であることを考えると，式

(57)は，

Pp(s|xn)

Pp(s∗|xn)
<=

∑
{m|s∈S(m)} P (xn|m)P (m)

P (xn|m∗)P (m∗)

(58)

が成立する．ここで定理 3.1と同様に考えると上式右

辺は 0 に収束する．ゆえに補題が証明された． ✷

定理 4.1 と補題 4.1 より提案アルゴリズムを用いた

ときの符号化確率が漸近的にベイズ符号化法の符号化

確率と一致することがわかる．すなわち次の定理が成

り立つ．

［定理 4.2］ 仮定 3.1，3.2 のもとで

lim
t→∞

− log
APp(xt|xt−1)

AP (xt|xt−1)
= 0 a.s., (59)

が成り立つ． ✷

（定理 4.2 の証明）定理 4.1 より，提案アルゴリズム

を用いたとき Sp は確率 1で s∗ を含むことがわかる．

このことと補題 4.1，|Sp| = Cであることより，

lim
t→∞

Pp(s∗|xt−1) = 1 a.s., (60)

であることがわかる．ゆえに，式 (44)より

lim
t→∞

∣∣APp(xt|xt − 1) − P s(xt|s∗(xt−1), xt−1)
∣∣

= 0 a.s., (61)

を得る．これより定理は証明された． ✷

上記の定理は提案アルゴリズムのシンボル当りの符

号長が漸近的にベイズ符号化法のシンボル当りの符号

長と一致することを示している．

また漸近的には，しきい値 α, β は 0 < α, β < ∞
の間の任意の値でよいこと，C > 1 の個数も任意でよ

いことが定理の証明からわかる．

4. 2 メモリ容量・計算量に関する評価

提案アルゴリズムの部分で述べたように提案文脈グ

ラフは各ポストフィクスにおいて C 個のノードのみ

を保持している．また，前節で示したように十分大き

い n のもとで，各ポストフィクスにおいて提案文脈グ

ラフは真のノードを確率 1 で含む．ゆえに FSMX情

報源 (m∗, θ∗m∗
) に対して提案アルゴリズムはたかだ

か C|S(m∗)| + ε 個のノードを保持しておけばよい．

ここで，εは overestimateしてしまった際に余分に必

要になるノードの個数を表している．

一方，従来のベイズ符号化法は逐次的に文脈木を生

成していくため，必要なノードの個数は系列長 n の指

数オーダとなる．

計算量の面を考えると，従来のベイズ符号化法は混

合をとる集合が増加するために計算量も系列長 nとと

もに増加していく．その量は O(n) である．一方，提

案アルゴリズムはノードを付け加えるかどうかの判定

の分の計算量が O(1)，符号化確率 APp(xn|xn−1) を

計算するための計算量は C のみに依存して，nには依

存しないので，O(1) である．更にノードを付け加え

る際の P s(xn|s, xn−1) を計算するための計算量は過

去の系列 xn−1 を一度参照し，数え上げるので O(n)

である．これらをすべて加えると提案アルゴリズムに

必要な計算量はたかだか O(n) であることがわかる．

つまり，提案アルゴリズムは従来法に比べ，オーダ

で考えると計算量は同等でメモリ容量が少なくてすむ

ことがわかる．

また，FSMXモデルを選択するという観点からいう

と，提案アルゴリズムは Rissanenの提唱した記述長

最小基準 [9]に基づく符号（以下 MDL符号）とも関

係が深い．ここで，MDL符号もモデルを探索する際

にすべてのノードを保持しておく必要があり，ベイズ

符号と同等のメモリ量が必要になる．そのため，本研

究と同様の問題設定に対してはメモリ量が系列長とと

もに指数的に増加してしまうという問題があることに

注意されたい．
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4. 3 数値実験による評価

4. 3. 1 実 験 条 件

前節で示したように漸近的には提案アルゴリズム

を用いた際の符号長はベイズ符号の符号長と一致す

る．本節では有限時点での提案アルゴリズムの性能

を数値実験により評価する．実験には最大深さ 9 の

binary-FSMX 情報源（状態数 28）を用い，50 系列

に対する 1文字当りの符号長の平均をとった．実験 1

では提案アルゴリズムの符号長を評価する実験を行っ

た．この結果を図 4に示す．Bayesはベイズ符号化法，

MDLは MDL符号，C = 3 は α = β = 0.3, C = 3

の場合を表している．

実験 2では α と β の違いに提案アルゴリズムの性

能を見た．使用した情報源は実験 1と同様である．こ

の情報源に対して 1000時点ごとに真のノード 28個の

うちいくつが提案文脈グラフに含まれるかを調べた．

条件は α = β = 0.1，α = β = 0.3，α = β = 0.5 で

ある．この結果を図 5 に示す．

4. 3. 2 実験結果に関する考察

実験結果 1より，提案アルゴリズムを用いた場合の

1文字当りの符号長が漸近的にベイズ符号の 1文字当

りの符号長に近づくことが確認できた．また，提案手

法は MDL符号とベイズ符号の中間の性能を示してい

る．実際には C や α, β の値を変更していくつか実験

を行ったが，ベイズ符号に近い性能を示すか MDL符

号により近い性能を示すかの違いはあったが，すべて

同様の結果を示した．これは，提案アルゴリズムが使

用するモデルの点からは MDL符号とベイズ符号の中

間に位置することによると考えられる．また，ベイズ

符号，MDL符号を実行するために必要なメモリ量は

入力系列長に対し指数的に増加していくことを考える

と，この結果は非常に意味がある結果だと考えられる．

実験結果 2に対しては，理論上は α も β も正の値

であれば漸近的に性能は変わらない．しかしながら，

その違いは符号長の収束速度に関係していると考えら

れる．結果より，系列数が短い時点では α，β が大き

い値の方がより多く真のノードを含んでいることがわ

かる．しかし，α，β が大きい場合，系列長が長くなっ

ても個数があまり増えていない．これは α，β が大き

い場合，overestimateしてしまう可能性が非常に大き

くなるためだと考えられる．α，β の値に関しては符

号長によって α, β の値を変化させることも考えると

非常に多くのバリエーションが考えられるが，本研究

ではこれについては言及しない．

図 4 提案アルゴリズムとベイズ符号の平均符号長
Fig. 4 Codelength of the proposed algorithm and

Bayes code.

図 5 提案文脈グラフに含まれる真のノード数
Fig. 5 Number of true nodes included in the pro-

posed context graph.

5. む す び

本研究ではメモリ容量を低減したベイズ符号化法の

近似計算アルゴリズムを提案した．更に，提案アルゴ

リズムのシンボル当りの符号長がベイズ符号化法の符

号長と一致することを示した．ベイズ符号化法はベイ

ズ基準のもとで冗長度を最小にする符号であるが，す

べての候補ノードを用い符号化確率を求めるため，実

用化にはメモリ容量，計算量の点を低減する必要があ

る．そのため，本研究のようにメモリ容量を低減した

近似的なベイズ符号化アルゴリズムは実用化のために

意味があると思われる．
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付 録

1. 提案文脈木更新アルゴリズム

begin

M(xt) = M(xt−1)

j := arg minj s(x
t−1
j ) ∈ M(xt);

nc = C;

/* A decision to add child node */

if
Pp(s(xt−1

j+1)|xt)

Pp(s(xt−1
j

)|xt)
< α then

add M(C, s(xt−1
j+C−1)) to M(xt)

delete s(xt−1
j+C−1) from M(xt);

else

while nc >= 0 do

j := j − 1;

nc := nc− 1;

end-while

/* A decision to add ancestor node */

if
Pp(s(xt−1

j−1)|xt)

Pp(s(x
t−1
j

)|xt)
< β then

add s(xt−1
j+1) to M(xt);

nc = C;

delete all s inM(C, s(xt−1
j+1))fromM(xt);

end

2. 補題の証明

任意の ms′ について，

lim
n→∞

P (xn|ms′)

P (xn|ms)
= 0 a.s., (A·1)

となる ms が存在することを示す．性質 3.2より，

P (θ̂m|m,xn)

=
(
n

2π

) km
2

√
det I(θ̂|m) + o(n

km
2 ), (A·2)

である．また，

P (xn|m) =
P (xn|m, θ̂m)P (θ̂m|m)

P (θ̂m|m,xn)
, (A·3)

であるので，任意の ms と ms′ に対して次の式が成

り立つ．

log
P (xn|ms′)

P (xn|ms)

= log
P (xn|ms′ , θ̂

ms′ )

P (xn|ms, θ̂ms)
+

kms − kms′

2
log

n

2π

− log

√
det I(θ∗ms′ |ms′)√
det I(θ∗ms |ms)

+ log
P (θ∗ms′ |ms′)

P (θ∗ms |ms)

+o(1). (A·4)

ここで，log

√
det I(θ

∗m
s′ |ms′ )√

det I(θ∗ms |ms)
, log

P (θ
∗m

s′ |ms′ )
P (θ∗ms |ms)

は n

に無関係な定数であることより以下を得る．

log
P (xn|ms′)

P (xn|ms)

= log
P (xn|ms′ , θ̂

ms′ )

P (xn|ms, θ̂ms )

+
kms − kms′

2
log

n

2π
+ O(1). (A·5)

次に − logP (xn|ms, θ̂
ms ) を評価する．
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まず，− logP (xn|ms, θ̂
ms ) をテイラー展開すると，

− logP (xn|ms, θ
∗ms)

= − logP (xn|ms, θ̂
ms )

− ∂ logP (xn|ms, θ
ms )

∂θms

∣∣∣∣
θms =θ̂ms

(θ∗ms − θ̂ms )

+
1

2
(θ∗ms − θ̂ms )T

∂2 logP (xn|ms, θ
ms )

∂θms T ∂θms

∣∣∣∣
θms =θ̂ms

(θ∗ms − θ̂ms )

+o((θ∗ms − θ̂ms )T

∂2 logP (xn|ms, θ
ms )

∂θms T ∂θms

∣∣∣∣
θms =θ̂ms

(θ∗ms − θ̂ms )).

(A·6)

ここで， ∂ log P (xn|ms,θms )
∂θms

∣∣∣
θ∗ms=θ̂ms

= 0である．ま

た，大数の強法則より次の式が概収束の意味で成り

立つ．

− 1

n

∂2 logP (xn|ms, θ
ms )

∂θms T ∂θms

∣∣∣∣
θms=θ̂ms

= I(θ̂ms |ms) + o(1). (A·7)

つまり， ∂2 log P (xn|ms,θms )

∂θms T ∂θms
の部分は，Fisher情報量

の n 倍に概収束する．次に，(θ∗ms − θ̂ms ) の部分を

考える．系 3.1より，

√
n|| ˆθms − θ∗ms || = O

(
(log logn)

1
2

)
, (A·8)

であるので，結局以下を得る．

n

2
(θ∗ms − θ̂ms )T I(θ̂ms |ms)(θ

∗ms − θ̂ms )

= O(log log n) a.s. (A·9)

式 (A·9)を式 (A·6)に代入すると，

logP (xn|ms, θ̂
ms )

= logP (xn|ms, θ
∗ms ) + O(log logn) a.s.

(A·10)

である．同様のことが P (ms′ |xn) にも成立するので

結局，式 (17)，(A·5)，(A·10)から，

log
P (xn|ms′)

P (xn|ms)

= log
P (xn|ms′ , θ

∗ms′ )

P (xn|ms, θ∗ms)

+O(log logn) +
kms − kms′

2
log

n

2π

= −nD(pθ∗
ms′ ; p

θ∗
ms

) + O(log logn)

+
kms − kms′

2
log

n

2π
a.s., (A·11)

である．

ここで，s∗ � s � s′ の場合を考える．明らかに任

意の ms′ に対して，以下を満たす ms が存在する．

P (xn|ms, θ
∗ms ) = P (xn|ms′ , θ

∗ms′ ). (A·12)

上式を満たす ms と ms′ を考えると，kms′ > kms

より，

log
P (xn|ms′)

P (xn|ms)

= log
P (xn|ms′ , θ

∗ms′ )

P (xn|ms, θ∗ms )
+

kms − kms′

2
log

n

2π

+O(log logn)

= 0 +
kms − kms′

2
log

n

2π
+ O(log logn)

→ −∞ a.s. (A·13)

となる．

一方，s′ � s � s∗ の場合，kms′ < kms である．

ここで，

1

n
log

P (xn|ms′ , θ
∗ms′ )

P (xn|ms, θ∗ms)

=
1

n
log

P (xn|ms∗ ,θ∗ms∗ )

P (xn|ms,θ∗ms )

P (xn|ms∗ ,θ∗ms∗ )

P (xn|ms′ ,θ
∗m

s′ )
,

=
1

n
log

P (xn|ms∗ , θ
∗ms∗ )

P (xn|ms, θ∗ms)

− 1

n
log

P (xn|ms∗ , θ
∗ms∗ )

P (xn|ms′ , θ
∗ms′ )

. (A·14)

が成立する．また仮定 3.1より，

D(p∗m∗ ; p∗ms′ ) −D(p∗m∗ ; p∗ms
) > 0, (A·15)

であるので，式 (17)より，任意の ms′ に対して

log
P (xn|ms′ , θ

∗ms′ )

P (xn|ms, θ∗ms )

= n
(
D(p∗m∗ ; p∗ms

) −D(p∗ms∗ ; p∗ms′ )
)

+ o(n)

→ −∞ a.s., (A·16)

となる ms が存在することがわかる．
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以上の議論より，

log
P (xn|ms′)

P (xn|ms)

= log
P (xn|ms′ , θ

∗ms′ )

P (xn|ms, θ∗ms)
+

kms′ − kms

2
log

n

2π

+O(log logn)

= −O(n) +
kms′ − kms

2
log

n

2π
+O(log log n)

→ −∞ a.s. (A·17)

を得る．−O(n) は負の数を表す．

上式より任意の ms′ に対して次式を満たす ms が

存在することがわかる．

lim
n→∞

P (xn|ms′)

P (xn|ms)
= 0 a.s., (A·18)

ゆえに補題は証明された． ✷

（平成 13 年 4 月 13 日受付，8 月 24 日再受付，
9 月 20 日最終原稿受付）
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