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ゆう度比検定を用いた木符号の復号法について
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あらまし 一般化ビタビアルゴリズム（GVA）は，木符号に対する簡略的復号アルゴリズムであり，固定され
たリストサイズ（fixed size list decoder）のリスト復号器を用いる．そして，その復号拘束長を大きくしたとき
の漸近的な有効性を示す符号化定理が与えられている．本論文では，固定されたリストサイズではなく，リスト
サイズが確率変数であるリスト復号器（variable size list decoder）を適用したときの新しい簡略的復号法を提
案し，その性質を考察する．
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1. ま えが き

G.D. Forney, Jr. [5]は，最ゆう復号の一般化によ

り，消失判定を行う復号器，及び，可変リストサイ

ズのリスト復号器（variable size list decoder. 以下，

VLDと記す）の理論的考察を初めて与えた．[5]では，

消失判定及び VLDのいずれの復号器も，メッセージ

は判定基準（decision critera）[5]式 (11)に照らし合

わされる．[5]式 (11)のしきい値 T の値が T > 0なら

ば，この判定基準を満たす符号語一つが出力されるか

何も出力しない（消失）かのいずれかとなるので，消

失判定を行う復号器（注1）となる．逆に，T < 0 ならば，

この判定基準を満たす符号語は，一つ以上の符号語を

出力するので，VLDとなる（T = 0 は最ゆう復号を

行う復号器である）．これらの復号器は受信系列が判

定基準を満たすか否かによって出力を決定する．この

意味で，[5]は，消失判定を行う復号器と VLDとが共

通した復号法であることを指摘している．

一方，J.B. Anderson [2]によれば，木符号の復号

は，幅優先（横型探索 width first），深さ優先（縦型
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探索 depth first），メトリック優先（metric first）の

方法に大別することが可能である．幅優先のアルゴリ

ズムには，ビタビアルゴリズム（VA）や一般化ビタ

ビアルゴリズム（GVA）[1]が挙げられるが，これら

のアルゴリズムは「パス選択を，同じ長さの受信系列

に対して行うので，ゆう度の比較によってパスの候補

を絞り込んでいく」点が共通する．

したがって，幅優先のアルゴリズムでは，ノードご

とのパス選択においてゆう度比較を行う際，ただ 1本

のパス選択をするアルゴリズムに対して Forney [5]の

意味での一般化が可能である（注2）．従来，幅優先のアル

ゴリズムに，このような一般化を行った代表例として，

畳込み符号を用いた ARQ方式 [3]が挙げられる．VA

（ [9]など）が，ただ 1本の最ゆうパスを選択するアル

ゴリズムであるのに対し，[3]は各ノードのゆう度最大

のパス選択に対してゆう度比による消失判定を行って

いる．これは，VAのノードごとのパス選択に判定基

準を設けて，Forney [5]の意味の一般化をした方式と

考えることができる．[3]は，消失判定が行われた際に

は，帰還通信路を通じて再送要求を行う（注3）ARQ方式

である．

（注1）：ARQ 方式や連接符号の内部符号の復号に利用される．
（注2）：スタックアルゴリズムをベースとして消失判定を行う ARQ 方
式 [7] では，ゆう度比較によるパス選択をしてはいないため，[5] のよう
なゆう度に対する検定を判定基準として用いることができない．
（注3）： [3] では，判定基準として簡略的なゆう度比検定を用いること
と，その結果をサバイバにラベル付けすることで，トレリス符号に対す
る消失判定を効率的に実現している．
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すると，幅優先のアルゴリズムでは，ノードごとの

パス選択において VLDをとる一般化が自然に考えら

れる．また，従来，固定サイズのリスト復号の代表的

応用例として，GVAがノードごとに複数本のパスの

選択を行う方式が有名である．

そこで本研究は，GVAが各々のノードでサバイバ

を複数残す際，VLDを用いてサバイバを複数残す新

しい復号アルゴリズムを提案し，その性質を考察する

ことを目的とする．前述したように，VLDには判定

基準が必要だが，本研究では，[3]で用いられたゆう度

比検定のしきい値を 1より小さくし，VLDの判定基

準として用いる．なお，シミュレーションでは加法的

白色ガウス雑音の加わる通信路，それ以外では通信路

容量 C の離散的無記憶通信路を仮定する．

2. 提案アルゴリズム

提案するアルゴリズムでは，GVA [1]と同様，設定

された復号制約長 L に対し，qL−1 個の各ノードご

とに複数本のサバイバを残すが，判定基準を設けて

VLD（注4）を行うので，その本数は GVAと異なり固定

でない．また，勝ち残ったサバイバの集合をリストと

呼ぶ．

2. 1 準 備

以下では入力アルファベット A = {0, 1, · · · , a− 1},
出力アルファベット B = {0, 1, · · · , b − 1} の離散
無記憶通信路 P = {Pij , j ∈ A, i ∈ B} を仮
定し，送信される情報記号系列（メッセージ）を

uN で表す．uN は，符号器へ入力される q 元ア

ルファベット U = {0, 1, · · · , q − 1} からなる長さ
N の系列である．したがって，ある情報記号系列

ui
N は，ui

N = ui,1ui,2 · · · · · · ui,t · · ·ui,N , ただし，

ui,t ∈ U , t = 1, 2, · · · , N, i = 1, 2, · · · , qN で示さ

れる．木符号は，図 1のように q 進木で示すことがで

き，ある情報記号系列はルートから伸びる 1本のパス

に対応する．すなわち，ui
N の第 tブランチは，ui,t

に対して符号化が行われている．符号化に用いる 1ブ

ランチ当りの通信路の入力アルファベットの数を v と

すると，レート R は，R = 1
v

ln q と定義できる．

なお，パス ui
N の第 1ブランチから第 nブランチ

までの部分系列を ui
n で記す．また，第 1ブランチか

ら第 nブランチまでのパス ui
n を情報系列とする符

号系列及び受信系列を，それぞれ，xvni 及び yvn と

表し，その第 tブランチに対する符号系列及び受信系

列を，それぞれ，xvi,t 及び yvt で記すことにする．更

図 1 木符号の例 (q = 2)

Fig. 1 Example of tree codes(q = 2).

に，チェックテイルの長さを T ブランチで表す．

2. 2 アルゴリズム

GVAと同様，以下に示すアルゴリズムでは，(1)～

(3)の再帰手続きと，チェックテイルにおけるパス選

択とに分かれる．本論文で提案するアルゴリズムを [1]

と同様，次のように示す．

［再帰手続き］ レベル L まで，すべてのパスを伸長

する．そして，レベル n(L <= n <= N) に対して以下

の手続きを繰り返す．

（ 1） 初期条件

レベル n− 1 において，qL−1 個の状態ごとに，す

べてのパスを保持し，これをリストの初期条件とする．

要素は長さ n− 1ブランチのパスである．

（ 2） パス伸長

qL−1 個のリストの各々のサバイバに対して，1ブ

ランチの伸長を行う．すなわち，情報記号列 un−1 に

対応するパスがサバイバとして残っているとしたとき，

q 本のパスを伸長し，un = un−1u , u ∈ U に対す
るパスのゆう度を計算する．

（ 3） VLDによるパス選択

レベル n の qL−1 の各々のノードに合流するパスの

中で k 番目にゆう度の大きいパスを un(k)
（注5）で表す．

（注4）：ブロック符号において，リスト復号誤り確率と平均リストサイ
ズを同時に最小にする最適な判定基準は，[5] に記された判定基準であ
る．この判定基準は，判定に要する計算量を増加させる意味で，木符号
や畳込み符号との整合がよくない．このことは，VA を用いた判定帰還
に対する論文 [4] でも指摘されていた．近年，この判定基準と同等の判
定を用いる判定帰還 [13]が研究されているが，本論文では，判定に要す
る計算量を増やさない意味で整合のとれた [3] の判定基準を一般化して
用いる．
（注5）：本論文では，レベル n のノードにおいて，情報記号列 uk

N に
対するゆう度を Pr(yvn|xvn

k
) と表すのに対し，ゆう度が k 番目に大

きいパスのゆう度を Pr(yvn|xvn
(k)) と使い分ける．すなわち，(·) はあ

るノードでのパスのゆう度に対する順位を表す添字である．
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図 2 リストの選択
Fig. 2 Testing the list of survivors.

合流するすべてのパスに対して，以下の判定基準（注6）

により，サバイバを決定する．すなわち， mをこの

ノードに合流するパスとしたとき，

Pr(yvn|xvnm )

Pr(yvn|xvn(1))
>= ∆, ∆ < 1 (1)

であれば, サバイバとする．そうでなければ, 捨てる．

合流するすべてのパスに対して，(1)を繰り返して選

ばれたサバイバの集合を，このノードのリストとする

（図 2参照）．

［チェックテイルにおけるパス選択］

長さ L − 1 の既知シンボルの列 uL−1 ∈ UL−1 に

より，再び上記（1）～（3）を用い，レベル N +L− 1

におけるただ一つのノードで得られるリストに含まれ

たサバイバのみに絞る．更に，T − (L− 1) 個の既知

シンボルによる符号語に対してゆう度を計算し，レベ

ル N + T において，この中から最もゆう度の大きい

パスを最終的に選択する．

3. 符号化定理の導出

3. 1 準 備

実際に送信された情報記号列が u0
N のとき，次の

確率を定義する．

Pe(u0
N) = [u0

Nが復号されない確率]

Pea(u0
N ) = [レベル N + L− 1で作られるリスト

から u0
Nが外れる確率]

Peb(u0
N ) = [レベル N + T において，リストの中

からパスを 1本に絞ったとき，u0
Nが

選ばれない確率]

また，これらの確率を P∗(uN)で表したとき，すべ

てのメッセージに対する平均を

P∗
def
=

1

qN

∑
uN

P∗(u
N )

と表すことにする．ただし，∗ ∈ {e, ea, eb}．更に，
Forney [5]に習い，復号誤り確率を Pr(E1)，レベル

N + T において実際に送信された情報記号列以外の

パスがリストに含まれる確率を Pr(E2) とする（注7）．

Pr(E1) について，以下の上界が成り立つ．

Pr(E1) = Pe <= Pea + Peb

ここで，Pea, Peb は，

Pea <=
1

qN

∑
u0N

N+L−1∑
n=L

Pea,n(u0
N),

Pea,n(u0
N ) = Pr

[
レベル nのノードで，ある

i |= 0に対し，
Pr(yvn|xvn0 )

Pr(yvn|xvni )
<= ∆

]
,

Peb <=
1

qN

∑
u0N

Peb(u0
N ),

Peb(u0
N) <= Pr

[
レベル N + T のノードで，ある

i |= 0に対し，
Pr(yv(N+T )|xv(N+T )

i )

Pr(yv(N+T )|xv(N+T )
0 )

>= 1
]

である．Pea,n(u0
N ) は，レベル n でリスト復号誤り

が起きる確率である．この確率は，正しいパスとそれ

以外のパスで最もゆう度の大きいパスとのゆう度比

が，しきい値 ∆ を超えない確率で上界できる．また，

Peb は，レベル N +L− 1 で正しいパスが残っている

場合に，レベル N + T で復号誤りの起きる確率であ

る（注8）．

Pr(E2) についても，同じくユニオン上界が可能で

（注6）： [3] では，VA の各ノードごとに，∆ > 1 として，しきい値と
比べ，最大ゆう度のパスに Accept か Reject のラベル付けを行い，す
べてのサバイバのラベルが．Reject になったとき，消失と判定する．ま
た，[3] のアルゴリズムが，トレリス全体のパスの中から，必ず最大ゆう
度と 2 番目のパスの比較を行うのに対し，提案アルゴリズムでは木符号
に対する復号アルゴリズムである点が異なる．
（注7）：Pr(E1) = Pe ゆえ，2重の表記が不適当にも感じるが，Pr(E1)

と Pr(E2) がしきい値 ∆ によって，トレードオフの関係があることを
強調したいため，[5]に習ってこのような表記を用いた．ただし，[5]では，
Pr(E2) をリストサイズの平均値と定義しており，本論文とは異なって
いる．しかしながら，両者は，正しくない符号語がリストに含まれる事
象に対する尺度という意味で共通している．
（注8）：したがって，Peb は，正しいパスのゆう度がレベル N + T に
おいて，比較されるどれかのパスのゆう度より小さくなる確率で上界で
きる．
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ある．すなわち，

Pr(E2) <=
1

qN

∑
u0N

N+L−1∑
n=L

PE2,n(u0
N ),

PE2,n(u0
N) = Pr

[
レベル nのノードで，ある

i |= 0に対し，
Pr(yvn|xvni )

Pr(yvn|xvn0 )
> ∆

]
,

が成り立つ．PE2,n(u0
N )は，レベル n のあるノード

で，実際に送信されたパスが生き残っているとき，こ

のノードで選ばれたリストに 1本以上の誤りパスが生

き残る確率である．

3. 2 主要な結果

ランダム符号化を用いた評価結果を以下の補題に示

す．はじめに，補題 1及び補題 2で，アンサンブルに対

する Pea と Pr(E2)の平均の上界を示す．次に，チェッ

クテイルの長さをある程度とれば，Pr(E1)は，Peaが

支配することを [1]の結果を用いて示す．最後にこれら

より，提案したアルゴリズムが達成し得る誤り指数の下

界を求めて定理に示す．なお，q = {q0, q1, · · · , qa−1}
を通信路シンボルの入力確率分布とする．

［補題 1］ ランダムな木符号を用いることで，Pea のア

ンサンブルに対する平均 EPea が次式で上界される．

EPea <=
NevRρ1

1 − e−vε1

· exp
{
−Lv

[
Eo(σ1, ρ1,q) − σ1

ln ∆

Lv

]}
,

0 <= ρ1 <= 1, σ1 >= 0,

ε1 = Eo(σ1, ρ1,q) − ρ1R > 0,

Eo(σ1, ρ1,q)

=−ln

[∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−σ1
ji

)(∑
k∈A

qkP
σ1/ρ1
jk

)ρ1
]
.

(2)

（証明） 付録参照．

［補題 2］ ランダムな木符号を用いることで，Pr(E2)

のアンサンブルに対する平均 EPr(E2) が次式で上界

される．

EPr(E2) <=
NevRρ2

1 − e−vε2

· exp
{
−Lv

[
Eo(σ2, ρ2,q)+σ2

ln ∆

Lv

]}
,

0 <= ρ2 <= 1, σ2 >= 0,

ε2 = Eo(σ2, ρ2,q) − ρ2R > 0. (3)

（証明） 付録参照．

次に，チェックテイルをある程度とれば，Peb は Pea

に対して無視できることを示そう．はじめに，Peb に

注目する．補題 3に [1]で得られた結果を示す．

［補題 3］ ランダムな木符号を用いることで，Peb のア

ンサンブルに対する平均 EPeb が次式で上界される．

EPeb <=
evRρ

′

1 − e−vε′

· exp
[
−v(T + 1)Eo(ρ

′,q)
]
,

0 <= ρ′ <= 1, ε′ = Eo(ρ
′,q) − ρ′R > 0,

Eo(ρ
′,q)

= − ln


∑
k∈B

(∑
j∈A

qjP
1

1+ρ′
kj

)1+ρ′

 . (4)

（証明） [1]p.875, A-9参照．

そこで，補題 2，補題 3より，チェックテイルの長

さを

T >=

[
Eo(σ1, ρ1,q) − σ1

ln ∆
Lv

Eo(ρ′,q)

]
L− 1 (5)

としてやれば，全体の復号誤り確率 Pr(E1)は，漸近

的に Pea の指数部 Eo(σ1, ρ1,q)− σ1
ln ∆
Lv
によって支

配される．

また，次の補題が [4]と同様に導かれる．

[補題 4］ 次式を同時に満たす木符号が存在する．

Pr(E1) <= 2EPr(E1),

P r(E2) <= 2EPr(E2). (6)

（証明） [14]参照

以上より，提案アルゴリズムが達成し得る誤り指

数を

lim
L→∞

− 1

vL
lnPr(E1) (7)

と定義して，その下界を求めてみよう．

このアルゴリズムでは，しきい値が小さいほど，復

号誤り確率の指数部を大きくできる．ところが，しき

い値を無造作に小さくとったのでは，チェックテイル

に至るまでにばく大なサバイバが生き残り，結果とし
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て，チェックテイルで 1本のパスを選択するための比

較回数が全体の計算量を支配してしまう．これでは，

前節で示したアルゴリズム前半の再帰手続きが意味を

失う．そこで，L を大きくとれば，レベル N + T で

作られるリストに誤りパスが含まれる確率を任意に小

さくできることを条件に，しきい値を設定をする（注9）．

すなわち，− 1
vL

lnPr(E2) → 0(L → ∞) であるよう

にしきい値を定め， ln ∆
Lv
の下界を求める．その上で，

σ2, ρ2 を最適化する．したがって，提案アルゴリズム

が達成可能な誤り指数の下界 enew1 (R) は次式のよう

になる．

enew1 (R) = max
q,σ1,ρ1∈D1

{
Eo(σ1, ρ1,q)

− σ1 · min
q,σ2,ρ2∈D2

[
−Eo(σ2, ρ2,q)

σ2

]}
, (8)

D1 = {0 <= ρ1 <= 1, σ1 >= 0,

ε1 = Eo(σ1, ρ1,q) − ρ1R > 0} , (9)

D2 = {0 <= ρ2 <= 1, σ2 >= 0,

ε2 = Eo(σ2, ρ2,q) − ρ2R > 0} . (10)

そこで

eF (R)
def
= max

q,σ2,ρ2∈D2

Eo(σ2, ρ2,q)

σ2
(11)

と定義する（注10）．Eo(σ2, ρ2,q) は，σ2 に対して上に

凸な関数であるので，Eo(σ2,ρ2,q)
σ2

の上界は，ρ2 = νσ2

とおけば，

eF (R) = lim
σ2→0

Eo(σ2, νσ2,q)

σ2
,

Eo(σ2, νσ2,q)

σ2
− νR > 0 (12)

で得られる．そこで，ロピタルの定理より，

lim
σ2→0

Eo(σ2, νσ2,q)

σ2

=
∂

∂σx
Eo(σ2, νσ2,q)

∣∣∣
σx=0

(13)

を用いて次の定理を得る．

［定理］ 提案アルゴリズムに対する誤り指数の下界

enew1 (R) は，

enew1 (R) = max
q,σ1,ρ1∈D1

{
Eo(σ1, ρ1,q)+σ1 · eF (R)

}
,

eF (R) = max
q,ν∈D3

EoF (ν,q),

図 3 VNCにおける誤り指数
Fig. 3 Exponents on VNC.

D3 = {EoF (ν,q) − νR > 0, ν > 0} ,
EoF (ν,q)

=
∑
k∈B

∑
j∈A

qjPkj ln

[
P

1/ν
kj∑

j∈A qjPkj
1/ν

]ν
(14)

で与えられる（注11）．

一般の離散無記憶通信路においては，enew1 (R) をこ

れ以上，簡単に表現できない．そこで，強雑音通信路

（例えば [9], [10] などを参照）において，enew1 (R) を

計算する．q を最適化して得られる通信路容量 C の

強雑音通信路を仮定すると，

Eo(σ1, ρ1,q) = σ1

[
2 − σ1

(
1 +

1

ρ1

)]
C

EoF (ν,q) =
(
2 − 1

ν

)
C

eF (R) =

(
1 +

√
1 − R

C

)
C

である．これより，enew1 (R) を数値計算すると，図 3

に示したようになる．

なお，図 3 では FLDを用いたオリジナルの GVA

の誤り指数も同時に示している．両者とも，それぞれ

リスト復号の誤り確率が，アルゴリズム全体の誤り

確率を支配するが，FLDと比べて VLDの誤り指数

（注9）：誤り指数下界の導出であるから，この条件を付加したとしても
達成可能な指数部の導出をしている．
（注10）：eF (R) は，Forney のブロック符号における帰還誤り指数と
連接構造をなす誤り指数 eF (R), [4]p.568, 式 (11) と一致する．
（注11）：enew

1 (R) は，文献 [4] において，p.571 Corollary 2 の
e1(R, p) に一致する．

228



論文／ゆう度比検定を用いた木符号の復号法について

下界が大きな値をとっている．この関係は，以前に知

られていたブロック符号に対する FLDの誤り指数下

界 [9]p.215 Prob.3.21 と VLDの誤り指数下界 [5]に

類似である．

4. シミュレーション

前章では，ランダム符号化を用いた場合における符

号化定理を示した．これと同時に提案アルゴリズムに

対する計算労力の理論的解析が必要と思われるが，そ

の理論的解析は難しいと思われる．そこで，前章とは

必ずしも同じ仮定をとらないが，VLDを用いたとき

のアルゴリズムの有効性について，計算機シミュレー

ションによる結果を示す．以下では，白色ガウス雑音

（AWGN）の加わる 2元通信路を仮定する．

ランダム符号化の結果を見ると，式 (2) 及び式 (3)

の指数部から「しきい値の値を変えることにより，誤

り確率と保持するパスの平均本数にはトレードオフの

関係があり，保持するパスの本数が増えれば誤り確率

が減少する．ところが，しきい値の値がある範囲（注12）

を逸脱すると正しいパス以外のパスがいくらでも保持

されることになるので，木符号として復号は破綻する」

という推測ができる．そこで，まず，有効なしきい値

（valid threshold）の範囲が存在することを 4.1のシ

ミュレーションで示す．

次に，有効なしきい値の範囲の中で，提案方式であ

る VLD を用いた GVA と，FLDを用いたオリジナ

ルの GVAを，平均リストサイズ対復号誤り確率で比

較する．しきい値の操作により，平均リストサイズが

増大すれば計算量は増大する．よって，平均誤り確率

とリストサイズの関係は，計算量と誤り確率のトレー

ドオフと見ることができる．そこで，計算量の理論的

解析が必要だが，これは難しい問題と思われるので，

ここでは平均リストサイズ対誤り確率の関係をシミュ

レーションによって比較する．この結果，FLDと比較

して，VLDを用いた方式の方が，少ない計算量で小

さい誤り確率が達成できることが示せる．この結果を

4.2のシミュレーション結果として示す．

本シミュレーションでは，復号拘束長 Lに対して十

分大きい符号化のブランチ拘束長 23，R = 1/2 の畳

込み符号器 [11]p.376 Table 12.1D

g1 = [533, 533, 676, 737, 355, 3]8,

g2 = [733, 533, 676, 737, 355, 3]8

を用い，N = 32 及び L = 5 または L = 7 として木

図 4 ノードの深さ（時刻）に対するパスの平均保持本数
Fig. 4 Average number of retained paths vs time.

(L = 5, E0/N0 = 5dB)

符号に対する復号を近似的に実現する．また，3.で示

した符号化定理によって与えられた式に示される性質

を追認をしたいため，2.で示したアルゴリズムをその

まま用いる．提案アルゴリズムでは，SN比が大きいほ

ど少ないメモリでシミュレーションの実行が可能であ

るけれども，SN比が大きい通信路ほどシミュレーショ

ンによる評価が難しくなる．そこでメモリの制約とし

て，VLDの保持できる最大のパス本数を 3000本と固

定し，この本数以上にパスを保持する必要が 50000サ

ンプルに対して一度も生じない条件でプロットを行っ

た．更に，誤り確率については，50000サンプルに対

してブロック誤り確率を最も小さくする最小の T を

選んで評価を行った．この条件のもとで，前述したよ

うなアルゴリズムの振舞いが確認できる SN比を選ん

で結果を示した．

4. 1 木符号の復号として有効なしきい値の範囲

本論文で提案する復号法は，木符号が対象であるか

ら，「有限の復号拘束長で復号を行う場合，無限に長い

情報系列の復号のために保持すべきパスの本数が，た

かだか有限である」ことが必要条件である．まず，こ

の範囲が，あるしきい値の範囲にあることを示す．こ

のことは言い換えれば，十分長い情報系列の復号を

行ったときに，提案アルゴリズムの保持するパスの平

均本数が時刻によらず定常になる領域が，あるしきい

値の範囲に存在していることである（注13）．図 4～図 7

（注12）：ランダム符号化では，しきい値の範囲は式 (2) 及び式 (3) の
指数部がともに正になる範囲が適正なしきい値の範囲と示せる．しかし，
具体的符号を与えた場合，この範囲を陽に求めることはできない．
（注13）：この事実が成り立っていない場合，復号するために保持すべき
パスの本数が情報系列の長さに依存して増加する．
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図 5 ノードの深さ（時刻）に対するパスの平均保持本数
Fig. 5 Average number of retained paths vs time.

(L = 5, E0/N0 = 7 dB)

図 6 ノードの深さ（時刻）に対するパスの平均保持本数
Fig. 6 Average number of retained paths vs time.

(L = 5, E0/N0 = 9 dB)

では，ノードの深さ（時刻）に対し，提案アルゴリズ

ムが保持するパスの平均本数を示している．それぞれ

の図においては，w を動かしてしきい値

∆ = e−w
√
R·(Eb/2N0)

を変化させたとき，保持するパスの平均本数が時間と

ともに変化する様子を見ることができる．ただし，情

報シンボル 1ビット当りの SN比を Eb/N0 とする．

いずれの図においても，w がある値以下のときは，

保持しているパスの本数が時刻によらず一定だが，あ

る値を超えると，時間に対し増加することが分かる．

前述したように，保持するパスの平均本数が時刻によ

らない範囲を有効とするが，この範囲は通信路で変化

する．同じ L = 5 であれば SN 比が大きいほど広く

図 7 ノードの深さ（時刻）に対するパスの平均保持本数
Fig. 7 Average number of retained paths vs depth

time. (L = 7, E0/N0 = 5dB)

（図 4～図 6），L が大きいほど広い（図 7 及び図 4）．

4. 2 有効な範囲でのブロック誤り確率

4. 2. 1 FLDと VLDを用いたときのパスの比較回

数と平均リストサイズ

qL−1 個のノードで行われる 1 対のパス比較の回数

を計算量の単位にとれば，オリジナルの FLDを用いた

GVAが qL−1
[
qS2 − S(S+1)

2

]
回（注14）であるのに対し，

VLDを用いたときは qL−1
[
2qS − 3

]
回である（注15）．

ただし，S をリストサイズの平均とする．したがって，

オリジナルの GVAと同様，復号拘束長 Lが支配項と

なるが，平均リストサイズの値を同等にとれば，VLD

を用いた復号法の比較回数がより少なくなる．

そこで，以下では，平均リストサイズに対する誤り

確率をシミュレーションによって解析し，VLDを用

いた復号法に優れた領域があることを示そう．

4. 2. 2 平均リストサイズに対する FLDと VLD

の誤り確率

しきい値に対するパスの平均保持本数をもとに，提

案アルゴリズムが有効に動作するしきい値の範囲を特

定し，この範囲のしきい値を変化させ，平均リストサ

イズに対するブロック誤り確率を調べてみた（図 8～

図 10）．これらの図では，ノード当り何本のパスを保

持しているか（ノード当りの平均リストサイズ）に対

し，達成する誤り確率をプロットしている．

いずれの図においても，FLD，VLDともに，リス

（注14）：ゆう度が 1 番大きいものから S 番手まで，バブルソートを用
いたときの比較回数である．
（注15）：ノードの中でゆう度が 1 番大きいパスを見つけた後，それ以
外のパスをリストに残すか判定する．
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図 8 復号誤り確率とノード当りの平均リストサイズ
Fig. 8 Block error probability vs average list

size. (L = 5, E0/N0 = 4 dB)

図 9 復号誤り確率とノード当りの平均リストサイズ
Fig. 9 Block error probability vs average list

size. (L = 5, E0/N0 = 5 dB)

図 10 復号誤り確率とノード当りの平均リストサイズ
Fig. 10 Block error probability vs average list

size. (L = 5, E0/N0 = 6dB)

トサイズが大きくなるほど小さい誤り確率を達成し

ている．しかしながら，図 8～図 10 において，VLD

に対しては，最も右側のプロットよりも右側には有効

なしきい値が存在しない．したがって，VLDを適用

できる範囲は限定され，その範囲は SN比が大きいと

ころほど広くなる．しかし，VLDを用いた提案アル

ゴリズムを適用できる範囲では，リストサイズに対す

る誤り確率において，VLDを用いた復号法の性能が

FLDを用いた復号法よりも優れる領域の存在が明ら

かになった．

5. む す び

従来の GVAには固定サイズのリスト復号器（FLD）

が用いられていたが，本論文では，リストサイズを確

率変数にとるリスト復号器（VLD）の適用を図るアル

ゴリズムの提案を行った．そして，提案アルゴリズム

を木符号に用いたときの符号化定理を導出し，具体的

符号化を用いてのシミュレーションを行った．シミュ

レーションにおいては，平均リストサイズに対する復

号誤り確率を小さくする意味で，提案アルゴリズムの

有効な領域の存在が明らかになった．

今後の課題として，提案アルゴリズムに対する計算

量を理論的に明らかにすることが挙げられる．また，

本論文におけるシミュレーションは，メモリを十分大

きく用意した領域で行い，平均リストサイズに対する

復号誤り確率という，最も基本的な尺度のみの評価し

か行っていない．提案アルゴリズムでは，保持すべき

パス本数を確率変数にとるため，メモリに制限を設け

た場合のアルゴリズムの検討とその誤り確率の評価が

必要と思われるが，これも今後の課題としたい．
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付 録

ここでは，主に補題 1について [4]に沿った導出を

示す（注16）が，補題 2についても同様である．

補題 1の証明

Pea <=
1

qN

∑
u0N

N+L−1∑
n=L

Pea,n(u0
N )

であるから，はじめに Pea,n(u0
N ) を評価する．

A を誤りパス，全体の集合とする．次式におけるイ

ンジケータ φ(yvn) に対し，[4]と同様の上界を用いる

ことにより，Pea,n(u0
N )は次のように押さえられる．

Pea,n(u0
N) <=

∑
yvn

Pr(yvn|xvn0 ) · φ(yvn)

<= ∆Sσx
∑
yvn

Pr(yvn|xvn0 )

·
{∑

A

[
Pr(yvn|xvni )

Pr(yvn|xvn0 )

]σ1
ρ1

}ρ1

(A·1)

∑
A2 を正しいパスからある時刻で分岐した誤りパ

スの集合，更に，これらのあらゆる時刻に対する和を∑
A1
で示せば，

∑
A

=
∑

A1

∑
A2
である．

0 <= ρ1 <= 1 と制約を設ければ，(
∑

i
ai)

ρ <=∑
i
ai
ρ, 0 <= ρ <= 1 より，式 (A·1)は，

Pea,n(u0
N) <= ∆σ1

∑
A1

∑
yvn

Pr(yvn|xvn0 )

{∑
A2

[
Pr(yvn|xvni )

Pr(yvn|xvn0 )

] σ1
ρ1

}ρ1

(A·2)

で押さえられる．次に，式 (A·2)のパスに対するゆう
度をブランチに対するゆう度の積で書き換える．すな

わち，

Pr(yvn|xvni ) =

n∏
t=1

Pr(yvt |xvi,t),
∑
yvn

=
∑
yv
1

∑
yv
2

· · ·
∑
yv

n

であり，更に，パス i の第 tブランチに対するゆう度

を Pi(t)
def
= Pr(yvt |xvi,t) と略記すれば，式 (A·1)は，

以下のように書ける．

Pea,n(u0
N ) <= ∆σ1 ·

∑
A1

∑
yv

t1+1

· · ·
∑
yv

t2

t2∏
t=t1+1

P0(t)
1−σ1 ·

{∑
A2

Pi(t)
σ1
ρ1

}ρ1

(A·3)

特定の木符号についてこれ以上は解析できないので，

ランダム符号化を施す．すなわち，以下では，ブランチ

ごとに独立に，かつ，各々のブランチの v 個の入力ア

ルファベットに対し，確率分布 q = {q0, q1, · · · , qa−1}
に従って，独立にシンボルを割り付けたときのあらゆ

る木符号に対する平均を解析する．この平均を E[·],
及び，· で表すことにする．
E[xρ] < [E(x)]ρ, 0 <= ρ <= 1, 及び，分岐したパス同

士でブランチごとに符号語が独立であることを用い，

式 (A·3)は，

Pea,n <= ∆σ1 ·
∑
A1

∑
yv

t1+1

· · ·
∑
yv

t2

t2∏
t=t1+1

P0(t)
1−σ1

{∑
A2

Pi(t)
σ1
ρ1

}ρx

. (A·4)

上式で，Pk(t)は，もはや，k に依存してないので，以

下では，P (t) と書く．

次に，[1] p.874 lemma A-1より，分岐点からの長さ

（ブランチ数）を，n1 = t2 − t1 とおけば，A2 の要素

（注16）： [4] では，ランダムに符号化したブロック符号に対してのみ利
用できる厳しい上界式を得ているが，これは本論文においては適用でき
ない．これは，[4] において畳込み符号を用いた場合と同様で，ここでは
ユニオン上界の算出を行う．
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は，|A2| <= e[n1−(L−1)]vR で押さえられるので，

<= ∆σ1 ·
∑
A1

eρxn1vR

·
t2∏

t=t1+1


∑

yv
t

P (t)1−1σxP (t)
σx
ρx


 (A·5)

更に，一つのブランチに対する符号語についても，シ

ンボルごとの符号化は独立であるので，∑
yv

t

P (t)a
(
P (t)b

)c

=
∑
j1

∑
j2

· · ·
∑
jv(∑

i1

∑
i2

· · ·
∑
iv

qi1Pj1i1
a · · · qivPjviva

)

·
(∑

i1

∑
i2

· · ·
∑
iv

qi1Pj1i1
b · · · qivPjviv b

)c

=

{∑
j

(∑
i

qiPji
a

)(∑
i

qiPji
b

)c}v

を用いると，式 (A·4)は，

Pea,n <= ∆σ1 ·
∑
A1

e[n1−(L−1)]vRρ1

·
[∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−σ1
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ1
ρ1
ji

)ρ1
]vn1

,

0 <= ρ1 <= 1, σ1 >= 0. (A·6)

と書ける．A1 についての和は，
∑

A1
=
∑

{n>=n1>=L}
であるので，次の上界式が成り立つ．

Pea,n <= e−(L−1)vRρ1 · ∆σ1

∞∑
n1=L[

eρ1R
∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−σ1
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ1
ρ1
ji

)ρ1
]vn1

(A·7)

Eo(σ1, ρ1,q)− ρ1R > 0 と制約をつければ，式 (A·7)
の無限等比級数が収束し，補題 1が得られる．
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