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語頭条件を満たさないWord-Valued Sourceモデルに関する一考察
A Note on Models of a Non-Prefix-Free Word-Valued Source
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Abstract— Word-valued source has been proposed as a
new class of source models. A word-valued source is defined
as a pair of an ergodic source with a countable alphabet
and a function form each symbol into a word over a finite
alphabet. T.Ishida et al. have derived the lower bound
on the entropy rate of the source limited to a non-prefix-
free i.i.d. word-valued source by approximate evaluation to
typical sequences.

In this paper, we give a strict proof of the lower bound on
the entropy rate of the source theoretically and the validity
of the lower bound is shown.
Keywords— source coding, word-valued source, entoropy
rate.

1 はじめに
情報源符号化における情報源モデルとして，“言語ア
ルファベット情報源 (Word-Valued Source)”が提案され
ている [1],[2]．
西新らは，i.i.d.言語アルファベット情報源を，可算ア

ルファベットY上の i.i.d.（定常無記憶）情報源と，Yか
ら有限アルファベットX の有限系列への写像 φによって
定義し，この情報源の漸近等分割性 (AEP)とエントロ
ピー・レートを示した [1]．後藤らはこれを定常エルゴー
ド言語アルファベット情報源に一般化し，同様の結果を
示した [2]．これらの結果は，写像 φが prefix-freeであ
るという条件もとで導かれている．
一方，写像 φ が prefix-free でない場合は，エントロ
ピー・レートの存在性については明らかではなく，情報
源のエントロピー密度レート [4]に対して上界 [1],[3]と，
下界 [3]が示されている．
石田らは [3]において，標準系列について漸近的な近
似手法を用いて情報源のエントロピー密度レートの下界
を導出しているが，本稿では理論的に厳密な下界の証明
を与え，下界の正当性を示すことを目的とする．

2 言語アルファベット情報源 [1],[2]
西新らは単語単位で定常無記憶 (i.i.d.)を仮定した “i.i.d.
言語アルファベット情報源 ( i.i.d. Word-Valued Source
)” を提案し，情報源のエントロピーレートを導出してい
る [1]．後に後藤らそれを単語単位で定常エルゴードで
ある “定常エルゴード言語アルファベット情報源” に一
般化し，同様の結果を導いている [2]．
定義 1. (言語アルファベット情報源 [1],[2]) 確率変数
Y の無限系列 Y = (Y1, Y2, Y3, · · ·)を可算アルファベッ
ト Y 上に値をとる定常エルゴード情報源とする1．
X を有限アルファベットとし，X ∗は X 上の有限系列
すべての集合を表すものとする．写像 φを φ : Y → X ∗
で定める．さらに確率変数W = φ(Y )を定義し，W は
W(⊆ ∪∞i=0X i)上に値をとるものとする．このときW の
実現値 wを単語，W を単語集合と呼ぶ．W の無限系列
をW = (W1,W2,W3, · · ·)とする．
さらに，確率変数φ(Y1)(= W1), φ(Y2)(= W2), φ(Y3)(=

W3), · · ·の連接φ(Y1)φ(Y2)φ(Y3) · · ·によって得られるX
の確率変数列を φ(Y )と表す．このとき，定常エルゴー
ド言語アルファベット情報源は以下のように定義される．

X
def= φ(Y ) = (X1, X2, X3, · · ·). (1)
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1 西新ら [1] は Y を i.i.d. 情報源に限定してしており，これを i.i.d.
言語アルファベット情報源とよぶ．

2
n = 1, 2, 3, · · ·に対して長さ nの X の系列を Xn =

(X1, X2, · · · , Xn)，その実現値を xn = (x1, x2, · · · , xn)
と書く．同様にm = 1, 2, 3, · · ·に対して，長さmの確率
変数列とその実現値をそれぞれ Y m = (Y1, Y2, · · · , Ym),
ym = (y1, y2, · · · , ym), Wm = (W1,W2, · · · ,Wm), wm =
(w1, w2, · · · , wm)とする．さらにφ(Y1), φ(Y2), · · · , φ(Ym)
の連接 φ(Y1)φ(Y2) · · ·φ(Ym)からなる X の有限系列を
φ(Y m)と書く．
言語アルファベット情報源からは，系列は単語単位で出
力されるが，それぞれの単語が連接された長さ nのX 上
の系列 xnとして観測される．すなわち xn = φ(ym)であ
り2，このとき任意のmに対して n = |φ(y1)|+ |φ(y2)|+
· · ·+|φ(ym)| = |w1|+|w2|+· · ·+|wm|である．ここで |w|
は単語 wの長さを表す．本稿ではこれ以降，wmを単語
系列，xnをシンボル系列とよぶことにする．φが prefix-
freeであれば観測されたシンボル系列 xn から単語系列
wm を一意に決定することが可能であるが，prefix-free
でなければ一般に wm を一意に決定できない．
次に，系列 Y m，Wm の確率分布を

PY m(ym) def= Pr{Y m = ym} (2)

PW m(wm) def= Pr{Wm = wm} (3)

で表す．このとき，

PW m(wm) =
∑

{ym:wm=(φ(y1),φ(y2),···φ(ym))}
PY m(ym) (4)

が成り立つ．m = 1のとき PY 1(y1) = PY (y)，PW 1(w1)
= PW (w)と書く．wm = (φ(y1), φ(y2), · · ·φ(ym))とな
る wm, ymについて，一般に PW m(wm) ≥ PY m(ym)と
なる．また，系列Xn の確率分布を次のように表す．

PXn(xn) def= Pr{Xn = xm} (5)

Xに対し，− 1
n log PXn(Xn)を情報源のエントロピー

密度レートという [4]．エントロピー密度レートの期待
値について

H(X) = lim
n→∞

[
− 1

n

∑

xn∈Xn

PXn(xn) log PXn(xn)

]
(6)

が存在するときH(X)を言語アルファベット情報源X
のエントロピーレートとよぶ [1],[2]．
一方，単語系列W に対してエントロピーレートは以
下で与えられる．

H(W )

= lim
m→∞

[
− 1

m

∑

wm∈Wm

PW m(wm) log PW m(wm)

]
(7)

また，平均単語長レートE[|W |]を以下で定義する [2]．

E[|W |] def= lim
m→∞

1
m

EPW m

[
m∑

i=1

|Wi|
]

(8)

2 φ(y) = w より，φ(ym) は単語 w の連接によって得られるシンボ
ル系列を意味する．



EP [·]は確率分布 P による期待値を表す．

補題 1. (i.i.d.言語アルファベット情報源のエントロピー
密度レートの上界式とAEP[1]) Y を i.i.d.情報源とす
る．X = φ(Y )，H(Y ) < ∞，E[|W |] < ∞のとき次式
が成り立つ．

lim
n→∞

[
− 1

n
log PXn(Xn)

]
≤ H(Y )

E[|W |] , a.s. (9)

特に，φが prefix-freeならば，H(X)が存在して

H(X) =
H(W )
E[|W |] , a.s. (10)

で与えられる．ただし，

H(W ) =
∑

w∈W
PW (w) log PW (w), (11)

E[|W |] =
∑

w∈W
|w| · PW (w). (12)

2
補題 1について，Y を定常エルゴード情報源とした場
合 (定常エルゴード言語アルファベット情報源)にも同様
の結果が得られている [3]3．
定理 1. (定常エルゴード言語アルファベット情報源のエ
ントロピー密度レートの上界 [3]) Y を定常エルゴード
情報源とする．X = φ(Y )，H(Y ) < ∞，E[|W |] < ∞
のとき，次式が成り立つ．

lim sup
n→∞

[
− 1

n
log PXn(Xn)

]
≤ H(Y )

E[|W |] , a.s. (13)

2
定理 1で，φが prefix-freeである場合，言語アルファ

ベット情報源のエントロピーレート H(X)が存在する
ことが後藤ら [2]によって証明されている．

3 言語アルファベット情報源のエントロピー
密度レートの下界式

φが prefix-freeではない場合，言語アルファベット情
報源のエントロピーレートH(X)が存在することは示さ
れていない．エントロピー密度レートの上界式を，Y が
i.i.d.の場合について西新ら [1]が，定常エルゴードの場
合を石田ら [3]が示している．また，[3]では単語集合を
有限集合に制限した i.i.d.言語アルファベットに対して，
典型系列における近似的な評価を用いてエントロピー密
度レートの下界式を導出した．
3.1 単語集合が語頭条件を満たさない i.i.d.言語アル

ファベット情報源モデル
[3] では語頭条件を満たさない有限単語集合 W 上の

i.i.d.言語アルファベット情報源モデルを対象している．
定義 2. (non-prefix-free i.i.d.言語アルファベット情
報源 [3]) 有限アルファベット Y 上に値をとる確率変数
列Yを i.i.d.情報源，X = {0, 1}とする．Y からW への
写像 φを 1対 1写像とし，φ : Y → W = ∪k

i=1X iとし4，
X = φ(Y )を non-prefix-free i.i.d.言語アルファベット
情報源という． 2

このとき，PY (y) = PW (w)，H(W ) = H(Y ) が成
り立つ．W に対して確率分布 PW (w)の与え方によって
様々な構造を持つ情報源モデルとなるが，一般にW は
語頭条件を満たなさい．

3 石田ら [3]による定理の証明に不備があったため，本稿付録 Aで改
めて証明を与える．

4 φ は 1 対 1 写像だが prefix-free とは限らない．

3.2 non-prefix-free i.i.d. 言語アルファベット情報
源エントロピー密度レートの下界

定理 2. (non-prefix-free i.i.d.言語アルファベット情
報源のエントロピー密度レートの下界 [3]) non-prefix-
free i.i.d.言語アルファベット情報源X について，

lim inf
n→∞

[
− 1

n
log PXn(xn)

]
≥ H(W )

E[|W |] −
H(S)
E[|W |] , a.s. (14)

が成り立つ．ここで，H(S) は単語の長さの確率分布
PS(s)のエントロピーを表し，以下で与えられる．

H(S) = −
K∑

s=1

PS(s) log PS(s), (15)

PS(s) =
∑

{w:|w|=s}
PW (w). (16)

2

本稿では [3]で示された定理 2に対して，理論的に厳
密な証明を与えることによって，下界式の正当性を示す．
3.3 定理 2の証明
まず，証明に用いるいくつかの定義と補題を示す．
Wm に対してNm, Mn を

Nm
def= N(Wm) =

m∑

i=1

|Wi|, (17)

Mn
def= min

m≥1
{m|Nm ≥ n}, (18)

と定義する．ここで，Mn はWm において Nm ≥ nと
なる最小のmを表しており，Nm, Mn は，ともに任意
のm ≥ 1についてWmに依存する確率変数である．ま
た，定義よりMn は

n
|w|max

≤ Mn ≤ nを満たす．ただ

し，|w|max = maxw∈W |w|である．
ここで，与えられた nについてm(n,ε), m(n,ε)を任意

の ε > 0を用いて
m(n,ε)

def= n

(
1

E[|W |] + ε

)
, (19)

m(n,ε)
def= n

(
1

E[|W |] − ε

)
, (20)

と定義すると，Mn について，次の補題が成り立つ．
補題 2. m →∞のとき次式が成り立つ．

m(n,ε) ≤ Mn ≤ m(n,ε), a.s. (21)

(証明 ) 文献 [1],[2]において

lim
n→∞

Mn = ∞, (22)

lim
n→∞

Mn

n
=

1
E[|W |] , a.s. (23)

が示されており，これは式 (21)を意味する． 2

確率分布 PW (w) (w ∈ W)に従う i.i.d.情報源からの
出力系列Wm を考える．任意の ε′ > 0を用いて

P(m,ε′)
def= 2−m(H(W )+ε′), (24)

P(m,ε′)
def= 2−m(H(W )−ε′), (25)

と定義すると，式 (22)より次の補題が成り立つ．
補題 3. (W の漸近等分割性 [7]) n →∞のとき次式が
成り立つ．

P(Mn,ε′) ≤ PW Mn (WMn) ≤ P(Mn,ε′), a.s. (26)

2



系列 wm の中に出現する w ∈ W の個数を N(w|wm)
によって表すとき，次の補題が成り立つ．
補題 4. (重複対数の法則 [6]) m → ∞のとき次式が
成り立つ．

PW (w)− δm ≤ N(w|wm)
m

≤ PW (w) + δm, a.s. (27)

ただし，δm = O

(√
log log m

m

)
である． 2

単語系列 wm中に含まれる長さ s (s = 1, 2, · · · ,K)の
単語の数 Lm(s)とその確率分布 PS(s)を

Lm(s) def=
∑

{w:|w|=s}
N(w|wm), (28)

PS(s) def=
∑

{w:|w|=s}
PW (w), (29)

と定義する．式 (22)と，補題4より任意のs (s = 1, 2, · · · ,K)
に対して以下が成り立つ．

Mn (PS(s)− δMn
)

≤ LMn
(s) ≤ Mn (PS(s) + δMn

) , a.s. (30)

ここで，mを固定してm =
∑K

s=1 Lm(s)とし，

Vm
def=

m!
Lm(1)!Lm(2)! · · ·Lm(K)!

, (31)

を定義する．Vmは，長さ sの単語をそれぞれ Lm(s)個
ずつ含んでいる単語系列wmにおいて，単語wの長さの
みに着目したときの単語の並べ方の総数を表している．

V(m,δm), V(m,δm) を以下のように定義する．

V(m,δm)
def=

m!∏K
s=1 m (PS(s)− δm)!

, (32)

V(m,δm)
def=

m!∏K
s=1 m (PS(s) + δm)!

. (33)

このとき，式 (22)より n →∞のとき次式を満たす．
VMn ≤ VMn ≤ VMn , a.s. (34)

π{xn}によって，系列 xnの prefix全体からなる集合
を表すものとし，Gφ を以下のように定義する．

Gφ(xn) def=
{
wMn : xn ∈ π{φ(yMn)}} . (35)

このとき，系列 xn の出現確率 PXn(xn)は

PXn(xn) =
∑

wMn∈Gφ(xn)

PW Mn (wMn), (36)

で与えられる．
以上の準備のもとで，定理 2を証明する．

[定理 2の証明] 式 (36)より，

PXn(Xn) =
∑

wMn∈Gφ(Xn)

PW Mn (wMn),

≤ |Gφ(Xn)| · max
wMn∈Gφ(Xn)

[
PW Mn (wMn)

]
. (37)

ここで，|Gφ(Xn)|は Gφ(Xn)に含まれる系列 wMn の個
数を表す．

任意のnに対してXnが単語をMn個含むような，Xn

の単語の切れ目の入れ方の総数は VMn で与えられる．一
方，Xnに対して単語の切れ目の入れ方を一つ固定した
場合を考える．このような単語の切れ方をもつ各々の単
語系列WMn において，W1,W2, · · · ,WMn

の連接によっ
て得られるシンボル系列XNMn はすべて異なる系列とな
る．したがって，Gφ(Xn)に含まれる系列の総数は，起
こりうる単語の切れ方の総数によって上から抑ることが
できる．すなわち，

|Gφ(Xn)| ≤
∑

{Mn: n
|w|max

≤Mn≤n}
VMn

, (38)

が成り立つ．ここで，任意の ε > 0について

Mn
ε =

{
m :

∣∣∣∣m− n

E[|W |]

∣∣∣∣ ≤ ε

}
, (39)

を定義すると，

|Gφ(Xn)| ≤
∑

{Mn: Mn∈Mn
ε }
VMn +

∑

{Mn: Mn /∈Mn
ε }
VMn , (40)

と表すことができる．ここで，

Pmax
W Mn (wMn) = max

wMn∈Gφ(Xn)
{PW Mn (wMn)}, (41)

と表すことにすると，式 (37),(40)より次式が成り立つ．

lim inf
n→∞

[
− 1

n
log PXn(Xn)

]

≥ lim inf
n→∞


− 1

n
log


 ∑

{Mn: Mn∈Mn
ε }
VMn +

∑

{Mn: Mn /∈Mn
ε }
VMn







+ lim inf
n→∞

[
− 1

n
log Pmax

W Mn (wMn)
]

. (42)

ここで，式 (22), (23)，および補題 3より

lim inf
n→∞

[
− 1

n
log Pmax

W Mn (wMn)
]

≥ lim inf
n→∞

[
− 1

n
log P(Mn,ε′)

]

= lim inf
n→∞

[
− 1

n
log(2−Mn(H(W )+ε′))

]

= lim inf
n→∞

[
Mn

n
(H(W ) + ε′))

]

=
H(W )
E[|W |] +

ε′

E[|W |]
=

H(W )
E[|W |] + ε′′, a.s. (43)

を得る. ただし，ε′′ = ε′
E[|W |] である．一方，

V max
Mn

= max
{Mn: Mn∈Mn

ε }
VMn

(44)

と書くことにすると，式 (22), 補題 2より

lim inf
n→∞


− 1

n
log


 ∑

{Mn: Mn∈Mn
ε }
VMn

+
∑

{Mn: Mn /∈Mn
ε }
VMn









≥ lim inf
n→∞


− 1

n
log


 ∑

{Mn: Mn∈Mn
ε }

VMn







≥ lim inf
n→∞

[
− 1

n
log

((
m(n,ε) −m(n,ε) + 1

)
· V max

Mn

)]

≥ lim inf
n→∞

[
− 1

n
log

(
(2nε + 1) · V max

Mn

)]

≥ lim inf
n→∞

[
− 1

n
log VMn

]

= lim inf
n→∞

[
− 1

n
log

Mn!∏K
s=1 Mn (PS(s)− δMn

)!

]
, a.s.(45)

と書けるが，stirlingの公式 [6]から

− 1
n

log
Mn!∏K

s=1 Mn (PS(s)− δMn
)!

= γMn +
Mn

n

(
K∑

s=1

(PS(s)− δMn) log(PS(s)− δMn)

)
,

(46)

が成り立つ．ただし，

γMn
=

(K − 1) log
√

2πMn

n

− (θMn
−∑K

s=1 θMn(PS(s)−δMn )) · log e

n

+
K∑

s=1

log
√

PS(s)− δMn

n
− Mn

n

K∑
s=1

δMn
log

Mn

e
, (47)

であり，n →∞のとき γMn
→ 0を満たす．ここで，θm

はm →∞のとき θm → 0となる項である．いま，

H(S) def= −
K∑

s=1

PS(s) log PS(s), (48)

を定義すると，式 (22), (23)より

lim inf
n→∞

[
− 1

n
log

Mn!∏K
s=1 Mn (PS(s)− δMn)!

]

= lim inf
n→∞

[
Mn

n

(
K∑

s=1

(PS(s)− δMn
) log(PS(s)− δMn

)

)]

= − H(S)
E[|W |] , a.s. (49)

が得られる．以上，式 (42),(43),(49)より

lim inf
n→∞

[
− 1

n
log PXn(Xn)

]

≥ H(W )
E[|W |] −

H(Ps)
E[|W |]) + ε′′, a.s. (50)

が得られ，定理 2が示された．
4 まとめ
本稿では，[3]において石田らが導出した，non-prefix-

free i.i.d. 言語アルファベット情報源のエントロピー密
度レート下界式に対して厳密な証明を与えることにより，
その正当性を理論的に示すことができた．
今後の課題としては，単語集合が有限の non-prefix-

free i.i.d. 言語アルファベット情報源に限定していた下

界式を，定常エルゴード言語アルファベット情報源や，
単語集合が可算無限に拡張して検証することが挙げられ
る．また，non-prefix-free 言語アルファベット情報源の
エントロピーレートが存在するのか，漸近等分割性が成
り立つのか議論する必要がある．
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付　　　録

A 定理 1の証明
Nm，Mn を式 (17), (18) のように定義する．Y は定常エ

ルゴード情報源なので，Shannon-McMillan-Breimanの定理
[7],[8],[9]より

lim
m→∞

− 1

m
log PY m(Y m) = H(Y ), a.s. (51)

が成り立つ．また，エルゴード定理 [10]より
lim

m→∞
Nm/m = E[|W |], a.s. (52)

が成り立つ．式 (22)より，limn→∞Mn = ∞が成り立つので，
lim sup

n→∞

»
− 1

Mn
log P

X
NMn (XNMn )

–

≤ lim sup
n→∞

»
− 1

Mn
log PW Mn (W Mn)

–

≤ lim
n→∞

»
− 1

Mn
log PY Mn (Y Mn)

–
= H(Y ), a.s. (53)

を満たす．ここで，n ≤ NMn より，

− 1

n
log PXn(Xn) ≤ − 1

n
log PXNMn

(XNMn )

= − Mn

n

1

Mn
log P

X
NMn (XNMn ), (54)

と書けるが，式 (23)より，

lim sup
n→∞

»
− 1

n
log PXn(Xn)

–

≤ lim sup
n→∞

»
−Mn

n

1

Mn
log P

X
NMn (XNMn )

–
=

H(Y )

E[|W |] ,(55)

となり，定理 1が示された．


