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あらまし 本論文では，質問する入力集合があらかじめ固定されている一括型所属性質問によりブール関数を
学習する問題を扱う．まず，実験計画法と質問からのブール関数の学習との関係を明らかにし，ブールドメイン
上の実数値関数に対するサンプリング定理が直交計画の特別な場合として与えられることを示す．次に，今まで
の計算論的学習理論では扱われていない概念クラス（どの変数同士の値の組合せが関数値に影響を与える可能性
があるかといった細かい情報も制約に加えたクラス）を提案する．このクラスに真のブール関数が含まれる場合，
質問する入力集合を直交計画とすることで真のブール関数を必ず出力できることを示す．更に，多次元高速フー
リエ変換アルゴリズムを用いることで，質問後にブール関数を決定する際の計算量を削減できることを示す．
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1. ま え が き

質問からのブール関数の学習問題は計算論的学習理

論の立場から多くの研究が行われている [5]～[7]．こ

こでは，ブール変数の個数 n，サイズを表すパラメー

タ s により規定されたブール関数のクラス（概念クラ

ス）に対し，どの種類の質問を用いた場合にパラメー

タ n, s の多項式時間で学習可能かどうかが明らかに

されている．例えば，単調 DNFと呼ばれる概念クラ

スに対し，所属性質問と等価性質問を用いて真のブー

ル関数に含まれる項を一つずつ見つけることで，n, s

と質問回数の多項式時間で学習するアルゴリズムが示

されている [5], [6]．

ところで，クラスが与えられたもとで，質問を行い

真のブール関数を見つける問題と類似の問題は，信号

処理や実験計画法の分野でも研究されている．

信号が周波数 t 以上の高次の周波数成分をもたない

帯域制限信号クラスに含まれる場合，ナイキストのサ

ンプリング定理 [19] により，周期が 1/(2t) より小さ
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い標本点集合から，もとの信号を完全に復元すること

ができる．このため，信号は周波数成分の直交基底を

用いて表現されている．近年では，直交基底により表

現された実数値関数やブール関数の学習について研究

が行われている [1]～[4]．瀧本ら [1]は，ブールドメイ

ン上の実数値関数に対してもサンプリング定理と同様

な定理が成り立つことを示し，計算論的な立場から学

習可能性について論じている．

一方，統計学の実験計画法でも，関数は直交基底によ

り表現されており，高次の成分をもたない関数クラス

を対象に古くから多くの研究が行われている [11], [12]．

ただし，実験計画法では，どの変数同士の値の組合せ

が関数値に影響を与える可能性があり，どの変数同士

の値の組合せがそうでないかが，実験前にわかる場合

が多く，この情報も制約に加えたクラス（注1）を扱う．実

際に実験を行うことを考えた場合，関数値に影響する

可能性のある変数（変数同士）の効果を調べることが

可能で実験回数が最小となる実験計画を求めることが

要求される．このため，同じ実験回数の実験計画の中

で最適（各係数の不偏推定量の分散の最大値が最小）

な実験計画である直交計画に関する研究が多く行わ

れている．しかし，変数の個数などの多項式時間で学

（注1）：制約する条件に関する情報は細かいものが必要だが，実験計画
法や統計解析ではこのような制約をおくことが通常であり，実用上多く
の対象や場面に応用されている重要なクラスとなっている．
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習可能かといった計算論的な立場からの研究は見られ

ない．

このように，3分野（質問学習，信号処理，実験計

画法）の問題は，クラスに制約をおくことで，ドメイ

ンのある部分集合に対してのみ，質問やサンプリング

や実験を行うだけで，真の関数の同定が可能になると

いう点では共通である．しかし，計算論的学習理論で

は多項式時間学習可能なクラスの制約を明らかにする

ことが主な目的であり，実験計画法で扱われている実

用的で有用なクラス（細かい情報も制約に加えたクラ

ス）を効率的に学習するという考えはこれまで見られ

なかった．また，これら 3分野間の関係さえも明らか

にされていなかった．

本論文では，質問する入力集合があらかじめ固定さ

れている一括型所属性質問によりブール関数を学習す

る問題を扱う．まず，実験計画法と質問からのブール

関数の学習との関係を明らかにし，ブールドメイン上

の実数値関数に対するサンプリング定理が直交計画の

特別な場合として与えられることを示す．次に，今ま

での計算論的学習理論では扱われていない概念クラス

（どの変数同士の値の組合せが関数値に影響を与える

可能性があるかといった細かい情報も制約に加えたク

ラス）を提案する．このクラスに真のブール関数が含

まれる場合，質問する入力集合を直交計画とすること

で真のブール関数を必ず出力できることを示す．

ここで質問回数を考えた場合，実験計画法での実験

回数（注2）に比べ，より大きい質問回数を用いる場合が

考えられる．このとき，質問結果からブール関数を決

定するときの計算量が問題となる．そこで，多次元高

速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform:FFT)アル

ゴリズムであるベクトルラディックス FFT [19] を用

いることで，質問後にブール関数を決定する際の計算

量を削減できることを示す．

以下で，本論文の流れを説明しておく．まず 2.で準

備として，必要な記号の定義と直交基底による関数の

表現を与えておく．3.では，実験計画法について，モ

デルと直交計画を中心に説明する．4.では，本論文と

関連が深いブールドメイン上の実数値関数を実数体上

の直交基底により表現した場合のサンプリング定理 [1]

が実験計画法の結果から得られる定理の特殊な場合で

あることを明らかにする．また，ベクトルラディック

ス FFTを用いることで，質問後に関数を決定する際

の計算量を削減できることを示す．そして，5.で，質

問からの学習モデルを定義し，直交計画を質問すると

きの性質を述べる．真のブール関数が概念クラスに含

まれる場合，直交計画を質問することで，真のブール

関数を必ず出力できることを示す．6.では，真のブー

ル関数が概念クラスに含まれない場合について触れ，

7.でまとめを行う．

2. 準 備

2. 1 記号の定義

はじめに，必要な用語を与えておく．長さ n のベク

トルを a = (a1, a2, · · · , an), b = (b1, b2, · · · , bn) と

表し，a, b ∈ {0, 1}n とする．ここで，ベクトル間の

加法 + を，

a+ b = (a1 ⊕ b1, a2 ⊕ b2, · · · , an ⊕ bn), (1)

とする．ただし，⊕ は排他的論理和である．ベクトル
間の内積 · を，

a · bT = a1b1 ⊕ a2b2 ⊕ · · · ⊕ anbn, (2)

とする．ただし，記号 T は転置を表す．

ベクトル a のハミング重み w(a) を，w(a) =Pn
i=1 ai とする．また，すべての要素が 0であるベク

トルを 0 とする（注3）．

［定義 1］ 1次独立

ui ∈ {0, 1}, (1 ≤ i ≤ l)とする．u1c1 +u2c2 + · · ·+
ulcl = 0 が成立するのは，u1 = u2 = · · · = ul = 0

のみであるとき，{c1, c2, · · · , cl} は 1次独立という．

✷

［定義 2］ 行列 G

k × n 行列 G を次式で定義する．

G =

2
666664

g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n

...
...

. . .
...

gk1 gk2 · · · gkn

3
777775 , (3)

ただし，gij ∈ {0, 1}, (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n) である．

G の第 i 行を gi· = [gi1 gi2 · · · gin]，G の第 j 列

を g·j = [g1j g2j · · · gkj ]
T と表記する．行列 G の

行ベクトルは 1次独立，すなわち，{g1·, g2·, · · · , gk·}
は 1次独立とする． ✷

（注2）：実験計画法ではランダムな順序で実験を行う必要があり，実験
回数が多いとランダム化が困難になる [14]．
（注3）：すなわち，0 = (0, 0, · · · , 0) である．

483



電子情報通信学会論文誌 2003/4 Vol. J86–A No. 4

［定義 3］ X,X⊥
s

行列 G を用い，集合 X，集合 X⊥
s , (s ∈ {0, 1}k)

を次式で定義する．

X = {x|x = r ·G, r ∈ {0, 1}k}. (4)

X⊥
s = {a|G · aT = sT , a ∈ {0, 1}n}. (5)

このとき，|X| = 2k, |X⊥
s | = 2n−k である． ✷

［例 1］ 3 × 4 行列 G が次式で与えられる場合を考

える．

G =

2
64

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

3
75 . (6)

このとき，集合 X，集合 X⊥
s , (s ∈ {0, 1}3) は次式で

与えられる．

X={0000, 1000, 0101, 1101, 0011,
1011, 0110, 1110}. (7)

X⊥
000 = {0000, 0111},X⊥

100 = {0010, 0101},
X⊥

010 = {0011, 0100},X⊥
110 = {0001, 0110},

X⊥
001 = {1000, 1111},X⊥

101 = {1010, 1101},
X⊥

011 = {1011, 1100},X⊥
111 = {1001, 1110}. ✷

2. 2 直交基底による関数の表現

x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ {0, 1}n とする．任意のベ

クトル a = (a1, a2, · · · , an) ∈ {0, 1}n に対して以下

に定義される関数 Xa:{0, 1}n → {−1,+1} を，基底
関数と呼ぶ．

X a(x) = (−1)a·xT

. (8)

このとき，基底関数のクラス {X a|a ∈ {0, 1}n} は
正規直交系をなす．すなわち，

1

2n

X
x∈{0,1}n

Xa(x)Xb(x) =

(
1; a = b,

0; a �= b,
(9)

が成立する．このことから，任意の実数値関数

f : {0, 1}n → R は次式により，基底関数の線形

結合として一意に表すことができる．

f(x) =
X

a∈{0,1}n

faXa(x). (10)

すべての関数値 f(x), (x ∈ {0, 1}n) が与えられる

場合，次式により係数 fa を計算することができる．

fa =
1

2n

X
x∈{0,1}n

f(x)Xa(x). (11)

式 (11) は多次元高速フーリエ変換 (Fast Fourier

Transform:FFT)アルゴリズムであるベクトルラディッ

クス FFT を用いて計算することができる．ベクトル

ラディックス FFT を用いると，n2n 回の加算で，す

べての a ∈ {0, 1}n に対する fa を求めることができ

る [19, p.127]．

一方，一部の関数値 f(x), (x ∈ X) のみ与えられる

場合に関する補題を以下に載せる．

［補題 1］ 任意の a ∈ X⊥
s に対し，次式が成立す

る（注4）．X
c∈X⊥

s

fc =
1

2k

X
x∈X

f(x)Xa(x). (12)

（証明）f(x) =
P

c∈{0,1}n fcXc(x) より，次式が成立

する．

式 (12)の右辺

=
1

2k

X
x∈X

X
c∈{0,1}n

fcXc(x)Xa(x)

=
1

2k

X
c∈{0,1}n

X
r∈{0,1}k

fcXc(rG)Xa(rG). (13)

ここで，X c(rG) = (−1)rGcT

= XcGT (r),

X a(rG) = (−1)rGaT

= (−1)r·sT

= Xs(r) を用い

ると，式 (12)の右辺は更に以下のように変形できる．

式 (12)の右辺

=
X

c∈{0,1}n

fc
1

2k

X
r∈{0,1}k

XcGT (r)Xs(r). (14)

ここで，c ∈ X⊥
s であれば cGT = s が成立するので，

式 (9)を用いると次式が得られる．

1

2k

X
r∈{0,1}k

XcGT (r)Xs(r) =

(
1; c ∈ X⊥

s ,

0; c /∈ X⊥
s .

(15)

式 (14)と式 (15)より，式 (12)が証明される． ✷

［補題 2］ a ∈ X⊥
s とする．このとき，∀b, (b ∈

X⊥
s , b �= a) に対し，fb = 0 が成立するならば，次式

により fa を求めることができる．

（注4）：ここで，fa, fb, (a, b ∈ X⊥
s ) を区別して求めることはできな

い．実験計画法では，このことを交絡と呼んでいる [12]．
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fa =
1

2k

X
x∈X

f(x)Xa(x). (16)

（証明）補題 1 より明らか． ✷

3. 実験計画法

はじめに，実験計画法のモデルを載せる．

3. 1 実験計画法のモデル

3. 1. 1 実 験 形 式

真の構造式を f∗(x) とする．実験を行うとは，入力

x ∈ {0, 1}n に対し，出力 f∗(x) ∈ R を得ることであ
る．実験する x の集合を実験計画 X と呼ぶ．

なお，実験計画 X は実験前に決定され，X を一括

して実験する一括型実験である．すなわち，他の x の

実験結果により，実験計画 X が変わることはない．ま

た，実験回数 K は K = |X| = 2k（k は自然数）と

する．

3. 1. 2 構造式クラス

構造式クラスを定義するのに必要な仮定を与えて

おく．

［仮定 1］ 集合 A, (A ⊆ {0, 1}n) は，a ∈ A ならば，

任意の b, (b ∈ {0, 1}n, b � a) に対して b ∈ A が成立

する．ただし，b � a は，すべての i, (1 ≤ i ≤ n) に

おいて bi ≤ ai であることを表す． ✷

［例 2］ 集合 A の例

A = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 1010,

1001}. ✷

A を用い，構造式クラス FA を以下で定義する．た

だし，本論文ではブール関数と対応（注5）させて考える

ので，xi ∈ {0, 1}, (1 ≤ i ≤ n) としておく（注6）．

［定義 4］ 構造式クラス FA

通常の実験計画法では，仮定 1 を満たす，ある A

を用いて次式で表現可能な構造式の集合を FA とす

る（注7）．

f(x) =
X
a∈A

faXa(x) + ex. (17)

ただし，構造式の定義域と値域は x ∈ {0, 1}n, f(x) ∈
R である．また，ex は偶然誤差であり，期待値 0，分

散 σ2，独立性を満たす確率変数である [12, p.69]．ま

た一般に，3 ≤ w(a) となる a は A に含まれないと

前提がおかれている [11, p.156]． ✷

定義 4 は，構造式クラスが集合 A に依存すること

を示している．このことから，実験計画は A に依存

して決めなければならないことがわかる．

3. 1. 3 アルゴリズムの入出力

仮定 1 を満たす集合 A と ex に関する情報が入力さ

れたもとで，アルゴリズムは，実験計画 X を決定し一

括実験を行い，得られた実験結果 {(x, f∗(x))|x ∈ X}
から，係数 fa, (a ∈ A) を求める．係数が求まれば構

造式 f ∈ FA が決まるので，この構造式を出力する．

3. 1. 4 実験計画の評価基準

実験計画の良さを測る評価基準として，実験後に得

られる各係数の不偏推定量の分散の最大値が挙げら

れる．

後述するように，同じ実験回数のすべての実験計画

の中でこの評価基準を最小にする実験計画は直交計画

である．このため，統計の実験計画法では直交計画を

中心に研究が行われており，これまでに多くの研究成

果が得られている [11]～[14]．次節で直交計画を定義

する．

3. 2 直 交 計 画

［定義 5］ 直交計画 XA

v(a, b) = {i|ai �= 0, 1 ≤ i ≤ n}�{i|bi �= 0, 1 ≤ i ≤
n} とする．ただし，A�B は，集合 A,B の対称差を

表す．

∀a, b ∈ A に対して，{g·j |j ∈ v(a, b)} が 1次独立で

あり，かつ，行ベクトルが 1次独立となる行列を GA

とする．なお，GA の行数は集合 A に依存するため，

kA で表す．

このとき，直交計画 XA は，kA × n 行列 GA を用

い，次式で与えられる．

XA = {x|x = rGA, r ∈ {0, 1}kA}. (18)

ここで，|XA| = 2kA である． ✷

直交計画の例を例 3 に載せる．

［例 3］ 直交計画

n = 4, A = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1100,
1010, 1001} の場合を考える．このとき，定義 5 の条

件を満たす GA として，

（注5）：ブール関数の学習問題と実験計画法の用語の関係を説明してお
く．学習問題における質問する入力集合 X，関数値 f(x)，インデック
ス i，ブール変数 xi，係数 fa はそれぞれ，実験計画法における実験計
画 X，特性値 f(x)，因子 i，因子 i の水準 xi，効果 fa に対応する．
なお，効果 fa は，w(a) = 0 のとき中心効果，w(a) = 1 ∧ ai = 1 の
とき因子 i の主効果，w(a) = 2 ∧ ai = 1 ∧ aj = 1 のとき因子 i と
因子 j の 2 因子交互作用とそれぞれ呼ばれる．また，3 因子以上の交
互作用についても 2 因子と同様に定義される．
（注6）：実験計画法においては，これはすべての因子の水準数が 2 の場
合に相当するが，一般に各因子の水準数は任意である．
（注7）：仮定 1 は，因子間に低次の交互作用が存在しない場合，それらの
因子を含む高次の交互作用は存在しないことを意味している [11, p.206]．
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GA =

2
64

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

3
75 , (19)

が挙げられる．このとき，直交計画 XA =

{0000, 1000, 0101, 1101, 0011, 1011, 0110, 1110}とな
る． ✷

次に直交計画の最適性に関する定理を載せる．

［定理 1］ 直交計画の最適性 [12]

定義 4 で与えられる構造式クラスに対し，実験回数

2kA のすべての実験計画の中で，各係数の不偏推定量

の分散の最大値を最小にする実験計画は直交計画 XA

である．このとき，係数 fa の不偏推定量 f̂a は次式

で与えられる．

f̂a =
1

2kA

X
x∈XA

f∗(x)Xa(x). (20)

✷

3. 3 GA の構成方法

GA を決定することは，列（列番号）の集合

{1, 2, · · · , n} から kA 次元列ベクトルの集合 {0, 1}kA

への写像 ξ : {1, 2, · · · , n} → {0, 1}kA を決めること

と等価である．この写像 ξ を割付けと呼ぶ．

割付けを決定するアルゴリズムは，以下の原則をも

とに実行される [13]（注8）．

（ 1） 一列ずつ割付けを行う．

（ 2） ξ(l1), ξ(l2), · · · , ξ(lm) が既に決定している

とき，v(a, b) = {l1, l2, · · · , lm, i} となる a, b ∈
A が 存 在す れ ば，u1ξ(l1) + u2ξ(l2) + · · · +

umξ(lm), (∀u1, u2, · · · , um ∈ {0, 1}) を列 i に割り

付けることはできない（注9）．

原則 (2) は，定義 5 の {g·j |j ∈ v(a, b)} が 1 次独

立という条件に対応している．

ただし，この原則を用いても，GA を決定するには

多くの計算量を必要とする（注10）．このため，上記の原

則をもとに GA の近似解 Gap
A を探索するアルゴリズ

ムの一例を図 1 に載せる．

図 1 のアルゴリズムについて，以下で説明を行う．

1～3行目では割付けを行う列の順序を求めている．

これは，w(a) が大きい a の {i|ai �= 0} に含まれる列
から先に決めた方が解が見つかる可能性が高いためで

ある．

次に 4～15行目の for文において i = s であるとき

を考える．ξ(t1), ξ(t2), · · · , ξ(ts−1) は既に決定されて

おり，このもとで ξ(ts) を決めることになる．ここで，

入力　 A，出力　 Gap
A

|A| ≤ 2k を満たす最小の k を kA とする．
初期設定：
配列 S[z], (z ∈ {0, 1}kA \ {0}) を用意する．
A0 := {0}.

1:for i := 1 to n do

2: W (i) := maxc∈{a|ai=1,a∈A} w(c);

3:W (i) が大きい i から順に，t1, t2, · · · , tn とする．
4:for i := 1 to n do

5: Ai := {a|ati
= 1, ati+1 = · · ·= atn = 0, a ∈ A};

6: for z ∈ {0, 1}kA \ {0} do

7: S[z] := 0;

8: for all a ∈ Ai, b ∈ ∪0≤j<iAj do

9: v(a, b)\{ti}に含まれる要素を l1, l2,· · ·, lm

10: とする．
11: for all (u1, u2, · · · , um) ∈ {0, 1}m do

12: z := u1ξ(l1) + u2ξ(l2) + · · · + umξ(lm);

13: S[z] := 1;

14: if S[z] = 0 となる z が存在する．
15: then ξ(ti) := z;

16: else kA := kA + 1 として，初期設定へ．
17:行列 [ξ(1) ξ(2) · · · ξ(n)] を出力し，終了する．

図 1 Gap
A を出力するアルゴリズム

Fig. 1 Algorithm to output Gap
A .

原則 (2)の条件を満たすように割付けを行う必要があ

るため，ts ∈ v(a, b)かつ v(a, b) ⊆ {t1, t2, · · · , ts} と
なる a, b を見つける必要がある．8行目で，このよう

な v(a, b) を列挙している．そして，11～12行目で原

則 (2) より ts を割り付けることができない kA ビッ

ト 2 進数の列ベクトルを探している．ts を割り付け

ることができない列ベクトル z に対して，12行目で

S[z] = 1 としている．これより，13～14行目で ts を

割り付ける z は原則 (2)の条件を満たしていることが

わかる．

15行目について説明する．|A| ≤ 2k を満たす最小

の k を kA としても，定義 5 の条件を満たす行列が

いつも構成できるとは限らない．このような場合，実

験計画法 [14, p.119]と同様に行列の行数を 15行目で

増やしている．最後に，16行目で行列を出力し，終了

している．

（注8）：文献 [13] では有限射影幾何を用いた割付けを行っている．詳細
は参考文献を参照されたい．
（注9）：ここでの + は式 (1) で定義したベクトルの要素間の排他的論
理和である．
（注10）：実験計画の分野では，効率の良い探索の研究はあまり見られ
ず，上記の原則をもとに人間が関与した探索で GA を求めることが多
い．これは，統計学の実務家の場合，実験のしやすい順序や誤差項の独
立性などを考慮して決めるため，探索条件が複雑になるためと思われる．
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なお，図 1 のアルゴリズムで出力される行列 Gap
A

は，行ベクトルが 1 次独立とならない可能性がある．

この場合，Gap
A を用い式 (18) から構成される実験計

画の大きさは 2rank(G
ap
A

) となる．ここで，rank(Gap
A )

は Gap
A の階数である．

4. 質問する入力集合に直交計画を用いた
ブールドメイン上の実数値関数の学習

まず，瀧本らにより得られたブールドメイン上の関

数に対するサンプリング定理を載せる．

［命題 1］ サンプリング定理 [1]

真の実数値関数 f∗(x) が次式で与えられる場合を考

える．

f∗(x) =
X
a∈A′

f∗
aXa(x). (21)

ただし，A′ = {a|w(a) ≤ t, a ∈ {0, 1}n} である．こ
こで，双対符号（注11）の最小距離が 2t+1 以上となる線

形符号 Y を用いると，係数 f∗
a は次式で計算される．

f∗
a =

1

2k

X
x∈Y

f∗(x)Xa(x). (22)

✷

一方，直交計画に関する以下の定理が得られる．

［定理 2］ 真の実数値関数 f∗(x) が次式で与えられる

場合を考える．

f∗(x) =
X
a∈A

f∗
aXa(x). (23)

このとき，係数 f∗
a は次式で計算される．

f∗
a =

1

2kA

X
x∈XA

f∗(x)Xa(x). (24)

（証明） a ∈ X⊥
s , (a ∈ A) とする．定義 5 より，

∀c ∈ A, (a �= c) に対し，{g·j |j ∈ v(a, c)} が 1次独立

である．これより，

GA(a+ c)T �= 0, (25)

すなわち，

GAa
T �= GAc

T , (26)

が成立する．

式 (5) と式 (26) により，c /∈ X⊥
s が成立する．こ

れより，∀b, (b ∈ X⊥
s , b �= a) に対し，fb = 0 が成立

する．

以上と補題 2 より，定理 2 が証明される． ✷

式 (23)で表現可能な実数値関数の集合を FR
A とし

ておく．

次に，定理 2 と命題 1 の関係に関する系 1 を与え

るために必要な補題を与えておく．

［補題 3］ [12, p.156, 定理 1]

G の任意の 2t 列が 1次独立で 1次従属な 2t+1 列

が存在するための必要十分条件は，G を検査行列とし

てもつ線形符号の最小距離が 2t + 1 に等しいことで

ある．

（証明）G = [g·1 g·2 · · · g·n]と書き，Gを検査行列と

してもつ線形符号を Y とする．x = (x1, x2, · · · , xn)

に対して，GxT = 0 は，

g·1x1 + g·2x2 + · · · + g·nxn = 0, (27)

と書くことができるので，x ∈ Y と式 (27)は同値であ

る．したがって，Y の中にハミング重み w(x) = 2t+1

なる x が存在することと，g·1, g·2, · · · , g·n のうち 1

次従属な 2t + 1 列が存在することは同値である．ま

た，Y \ {0} の中にハミング重み w(x) = 2t なる x が

存在しないことと，g·1, g·2, · · · , g·n の任意の 2t 列が

1次独立であることは同値である．

以上の結果と，線形符号 Y の最小距離と w(x), (x ∈
Y \ {0}) の最小値が等しいことより，補題 3 は証明

される． ✷

このとき，以下の系が成立する．

［系 1］ 定理 2 は命題 1 を特殊な場合として含む．

（証明） A = {c|c ∈ {0, 1}n, w(c) ≤ t} である場合
について，定理 2 を考える．このとき，定義 5 より，

GA の任意の 2t 列が 1 次独立でなければならない．

更に，補題 3 より，GA を検査行列としてもつ線形符

号（XA の双対符号）の最小距離が 2t+1 以上でなけ

ればならないことがわかる．これより，定理 2 は命題

1 を特殊な場合として含むことがわかる． ✷

命題 1 に対して定理 2 の優位性を示す例を載せる．

［例 4］ n = 15, A = {a|w(a) ≤ 1} ∪ {1100000000
00000, 001100000000000} である場合を考える．この
とき，t = maxa∈A w(a) = 2 より，A′ = {a|w(a) ≤
2} に対して命題 1 を用いると，Y（注12）は次式で与え

られる．

Y = {x|x = rGA′ , r ∈ {0, 1}8}, (28)

（注11）：線形符号 Y の生成行列を G とする．このとき，G を検査行
列としてもつ線形符号を Y の双対符号と呼ぶ [20]．
（注12）：Y の双対符号は最小距離が 5 となる 2 重誤り訂正 BCH 符
号である．
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ただし，GA′ は次式で与えられる．

GA′ =2
6664

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1

3
7775 .

(29)

一方，定理 2 を用いると，XA は次式で与えられる．

XA = {x|x = rGA, r ∈ {0, 1}5}, (30)

ただし，GA は次式で与えられる．

GA =2
4 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0

3
5 .

(31)

以上より，|XA| = 25, |Y | = 28 であり，|XA| < |Y |
が成立する．これより，命題 1 よりも定理 2 を用い

た方がよい場合が存在することがわかる．

また，GA と GA′ を比べてみると，GA′ は任意の

4 列が 1次独立であるのに対し，GA は一部の 4 列が

1次独立であることがわかる． ✷

次に，式 (24)の計算について考える．x = rGA よ

り，x は r の関数なので，特に xr と表記する．また，

sa = GAa
T とおく．このとき，式 (24)は以下のよう

に展開できる．

f∗
a=

1

2kA

X
xr∈XA

f∗(xr)Xa(xr)

=
1

2kA

X
r∈{0,1}kA

f∗(xr)(−1)xr ·aT

=
1

2kA

X
r∈{0,1}kA

f∗(xr)(−1)r·sa
T

=
1

2kA

X
r∈{0,1}kA

f∗(xr)Xsa(r). (32)

このとき，式 (32) を式 (11) と比べてみると，同

じ計算であることがわかる．質問する入力の個数

を KA = |XA| = 2kA としておく．このとき，式

(32)の計算にベクトルラディックス FFTを用いると，

KA log2 KA 回の加算で，すべての a ∈ A に対する

f∗
a を求めることができる．

5. 質問する入力集合に直交計画を用いた
ブール関数の学習

5. 1 質問からの学習モデル

5. 1. 1 質 問 形 式

本論文では所属性質問からの学習問題を対象とする

ので，所属性質問を定義しておく．

真のブール関数を f∗(x) とする．所属性質問をす

るとは，オラクルへの入力 x ∈ {0, 1}n に対し，出力

f∗(x) ∈ {−1,+1} を得ることである．以後，所属性
質問を略して質問と呼ぶ．

質問の形式は，質問する入力 x の集合 X を一括し

て質問する一括型質問である．すなわち，他の x の質

問結果により，X が変わることはない．このため，X

を一括質問入力集合と呼ぶこととする．また，質問す

る入力の個数 K は K = |X| = 2k（k は自然数）と

する．

5. 1. 2 概念クラス（注13）

概念クラスを以下で与える．

［定義 6］ 概念クラス FA
（注14）

仮定 1 を満たす，ある A を用い次式で表現可能な

ブール関数の集合を FA とする．

f(x) =
X
a∈A

faXa(x). (33)

ただし，真のブール関数 f∗ は，f∗ ∈ FA とする．

✷

5. 1. 3 アルゴリズムの入出力

本論文で対象とする質問からの学習では，入力とし

て，仮定 1 を満たす集合 A が与えられる．そして，一

括質問入力集合 X を決定し，一括して質問する．得

られた質問結果 {(x, f∗(x))|x ∈ X} から，概念クラ
ス FA に含まれるブール関数の中から一つ選択し，出

力する（注15）．

本論文では一括質問入力集合に直交計画 XA を用い

（注13）：本論文ではブール関数の学習を扱うため，対象クラスをブール
関数のクラスに限定するが，5. の結果は実数値関数のクラスに対しても
成立する．
（注14）：人間が用いる規則の集合を考える場合，一般には単純な概念が
よく用いられるといわれている．例えば，情報検索において一般のユー
ザは複雑な論理式を理解できないことが指摘されている [18]．このとき，
概念の複雑さを測る基準にも様々なものが考えられる．例えば，オッカ
ムアルゴリズム [15] では概念のサイズにより複雑さを測り，Quinlan

ら [16] は記述長で複雑さを測っている．FA は関連変数の個数が小さ
いブール関数ほど単純なブール関数であるととらえたときによく用いら
れるブール関数の集合となっている．
（注15）：本論文では，仮説の表現形については考えない．
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入力　直交計画 XA，出力　ブール関数 f(x)

1: XA を一括して質問し，質問結果
{(x, f∗(x))|x ∈ XA} を得る．

2: 式 (34) を計算することで係数 f∗
a , (a ∈ A) を求める．

3: f(x) =
P

a∈A f∗
aXa(x).

4: ブール関数 f(x) を出力し，終了する．

図 2 提案アルゴリズム
Fig. 2 Proposed algorithm.

る．そこで次節で，ブール関数の学習に直交計画を用

いるときの性質を与えておく．

5. 2 直交計画 XA を質問することでブール関数

を学習するときの性質

［定理 3］ f∗(x) ∈ FA であれば，係数 f∗
a は次式に

より計算される．

f∗
a =

1

2kA

X
x∈XA

f∗(x)Xa(x). (34)

（証明）定義 6 で与えられる概念クラス FA は FR
A の

部分クラスである．このため，定理 2 より，式 (34)

が成立する． ✷

5. 3 提案アルゴリズム

直交計画 XA が与えられたもとで，ブール関数を出

力する提案アルゴリズムを図 2 に載せる．

提案アルゴリズムの出力に関する定理を以下に載

せる．

［定理 4］ f∗(x) ∈ FA である場合，提案アルゴリズ

ムの出力するブール関数 f(x) は f∗(x) である．

（証明） 定理 3 より明らか． ✷

5. 4 アルゴリズムの計算量

1行目の計算量は，|XA| = KA より，O(KA) であ

る．2行目であるが，式 (34)の計算も式 (32)と同様

にベクトルラディックス FFTを用いることができる．

これより，KA log2 KA 回の加算で，すべての a ∈ A

に対する f∗
a を求めることができる．これより，2行

目の計算量は O(KA log2 KA) であることがわかる．

また，3 行目の計算量は O(KA) である．以上より，

提案アルゴリズムに必要な計算量は，O(KA log2 KA)

となる．

6. 真のブール関数が概念クラスに含まれな
い場合

前章までは，真のブール関数が概念クラスに含まれ

る仮定のもとで話を進めてきたが，常にこの仮定を置

くことができるとは限らない．そこで，真のブール関

数が概念クラスに含まれなかった場合に図 2 の提案ア

ルゴリズムを適用するとどうなるかを説明する．この

とき，一括質問入力集合に関して真のブール関数と同

じ出力をするブール関数が概念クラスに含まれれば提

案アルゴリズムはこのブール関数を出力し，含まれな

ければ 4行目で出力される関数 f(x) はブール関数と

ならない．ブール関数が出力されない場合，概念クラ

ス以外から質問結果に無矛盾なブール関数を探索する

ことが考えられるが，このとき，どのブール関数を選

ぶかの基準が必要となる．

ところで近年，概念の事前確率が与えられる決定理

論による学習モデルについて盛んに研究が行われてい

る [7]～[10]．この学習モデルで質問からのブール関数

の学習を考えた場合，無矛盾なブール関数の中で事前

確率が最大なブール関数を選択することが最適な決定

となる．

決定理論による学習モデルに提案アルゴリズムを適

用し，出力がブール関数とならない場合，無矛盾で事

前確率が最大のブール関数の探索には式 (12) を用い

ることで効率良く探索できる．この詳細については別

稿で発表予定である．

7. む す び

本論文ではまず，実験計画法と質問からのブール関

数の学習との関係を明らかにし，ブールドメイン上の

実数値関数に対するサンプリング定理が直交計画の特

別な場合として与えられることを示した．次に，今ま

での計算論的学習理論では扱われていない概念クラ

スを提案し，このクラスに真のブール関数が含まれる

場合，質問する入力集合を直交計画とすることで真の

ブール関数を必ず出力できることを示した．更に，多

次元高速フーリエ変換アルゴリズムを用いることで，

質問後にブール関数を決定する際の計算量を削減でき

ることを示した．

本論文では明らかにできなかったが，kA と集合 A

の関係を明らかにすることは重要である．また，GA

の構成については近似解を探索するアルゴリズムの一

例を載せることにとどめたが，GA を見つける問題は

重要であり，今後の課題である．
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