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Abstract— Low Density Parity Check(LDPC) codes de-
coded by Sum-Product algorithm(SPA) have good perfor-
mances.If graphical model of LDPC codes include loop struc-
ture, especially loop size of 4 structures(Small-Loop), per-
formance of SPA gets worse. Cluster method[2] or algo-
rithm with junction graph[3] can reduce loop structure from
graphical model,but these method are more complicated
and requires more memory than SPA. We propose a new
method of clustering Small-Loop. This method requires
same memory size as SPA. And we show the usefulness of
this method by computer simulation.
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1 はじめに
疎な検査行列を持つ低密度パリティチェック (LDPC)

符号は，復号アルゴリズムとして Sum-Productアルゴ
リズム (SPA)を用いると非常に良い復号特性を持つた
め，近年活発に研究がなされている [1]．

SPAは確率モデルをグラフィカルモデルで表現し，ノー
ド間でメッセージ伝播を行うことで周辺事後確率を計算
するアルゴリズムである．グラフィカルモデルにループ
構造が存在しない場合は，SPAは正確な事後確率を計算
することができる．ループ構造が存在する場合は，特に
理論的保証は無いが，その計算結果が事後確率の近似と
なることが実験的に確かめられている．LDPC符号は，
一般的にグラフィカルモデルにループ構造が存在するた
め，SPAの計算結果は近似事後確率となるが，特に長さ
が 4のループ (Small-Loopと呼ぶ)は SPAの近似性能を
悪くする [5]．その対処法として，小さな Loopを含まな
いように符号を構成する方法や，Loop構造に含まれる
複数の符号語ビットを 1つの変数として扱い（クラスタ
リング）復号する方法が行われている．後者の研究とし
ては，[2]のクラスター BPや [3]の Junction Graphを
用いたアルゴリズム等が存在するが，共に計算式が SPA
より複雑となり，メッセージ伝播に必要なメモリ量が増
加する．
本研究では，2元符号の性質を利用することで，SPAの

メッセージ伝播に必要なメモリ量を増加させずに，Small-
Loopをクラスタリングした場合と同じ結果を求めるア
ルゴリズムを提案する．さらに，Small-Loopを含む比較
的符号長の短い符号でシミュレーションを行いクラスタ
リングの有用性を検証した．なお，本稿では Small-Loop
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のクラスタリングについてのみ取り扱っているが，これ
以外のループ構造についても同様のアルゴリズムが実現
可能である（この場合，クラスタリングする変数の組み
合わせにより，同一の符号で複数のグラフ表現が可能と
なるため，その考慮が必要となる）．

2 準備
2.1 低密度パリティチェック符号

(2元)低密度パリティチェック (LDPC)符号 [1]とは，
パリティ検査行列Hに含まれるシンボル 1の個数が，符
号長に対して非常に少ない符号である．シンボル 1の配
置は基本的にランダムに決定される．

2.2 Sum-Productアルゴリズム
Sum-Productアルゴリズム (SPA)は，確率モデルを

グラフィカルモデルで表現し，そのノード間でメッセー
ジ伝播を行うことで事後周辺確率を計算するアルゴリズ
ムである. グラフィカルモデルにループ構造が存在する
場合は，正確な事後確率は計算できないが，符号の復号
のように，グラフ構造に特殊な条件を持たせたり，また
終了条件を定めた下で用いることにより，その計算結果
が事後確率の近似となることが知られている．
以下に LDPC符号の復号に用いる際のアルゴリズム

を示す．
N (m) ≡ {n : Hmn = 1}，M(n) ≡ {m : Hmn = 1}

とする．Hmnはパリティ検査行列のm行 n列目の値で
ある (0 ≤ m < M, 0 ≤ n < N)．また，無記憶通信路を
仮定し，符号語 (x0, x1, ..., xN−1) ∈ {0, 1}N を送信，受
信語 (y0, y1, ..., yN−1) ∈ RN を受信した元での，各符号
語ビット xi の尤度を fa

i = Pr{yi|xi = a}とする．
Hmn = 1を満たす全ての組 (m,n)に対し計算を行う．

Initialization.
{

q0
mn = f0

n

q1
mn = f1

n

(1)

と初期化する．

Horizontal step.
{

r0
mn = ((1 + δrmn)/2)

r1
mn = ((1− δrmn)/2)

(2)

但し

δrmn =
∏

n′∈N (m)\n
(q0

mn′ − q1
mn′) (3)
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図 1: Factor Graphの例

¾

½

»

¼
x1x2x3x4

¾

½

»

¼
x1x2x5x6x1x2

図 2: Junction Graphの例

Vertical step.
{

q0
mn = α(f0

n

∏
m′∈M(n)\m r0

m′n)

q1
mn = α(f1

n

∏
m′∈M(n)\m r1

m′n)
(4)

(α は正規化定数)

Pseudoposterior probabilities.
{

q0
n = α(f0

n

∏
m′∈M(n) r0

m′n)

q1
n = α(f1

n

∏
m′∈M(n) r1

m′n)
(5)

Decoding.

Cn =

{
0 (q0

n ≥ q1
n)

1 (q0
n < q1

n)
(6)

として

(C0, ..., CN−1)Ht = 0 (7)

を満たしていれば，(C0, ..., CN−1)を推定符号語として
終了．そうでなければ，Horizontal step.へ戻る (指
定回数反復しても，(7)を満たさない場合，その時点の
(C0, ..., CN−1)を推定符号語として終了 (もしくは推定
語非発見として終了))．

2.3 符号のグラフ表現
線形符号は Tanner Graph[4]や Junction Graph[3]と
呼ばれるグラフィカルモデルで表現することができる．
Tanner Graphは符号語の各ビットに対応する変数ノー
ドと，検査行列の各行（線形制約）に対応するチェック
ノードから構成される．Junction Graphは検査行列の
各行（線形制約）に対応する Clusterノードと，符号語
の各ビットの集合に対応する Intersectionノードから構
成される．
パリティ検査行列Hに，式 (8)のようなシンボル 1の

配置があった場合にタナーグラフで表現すると，長さ 4

のループ構造 (Small-Loop)となる (図 1)．Small-Loop
が存在すると，SPAの復号性能が悪くなることが実験的
に確かめられている [5]．

H =




...
...

· · · 1 · · · 1 · · ·
...

...
· · · 1 · · · 1 · · ·

...
...




(8)

同様に Junction Graphで表現すると，図 2のように
Loop構造にならない．この場合，対象となる符号語 2
ビット (図 2における x1, x2)が，4元に拡大されたノー
ドとして扱われる（「クラスタリング」される）．従っ
て，このグラフィカルモデルに SPAを適用すると，こ
のノードに対するメッセージは，{q00

mn, q01
mn, q10

mn, q11
mn}

のように 4元となり，このメッセージを用いる計算を他
の計算と場合分けする必要が生じる．
なお本稿では，式 (8)のようなシンボル 1が 2つ重複

するような箇所が，3行又は 3列以上存在するような符
号を除外して考える．

3 提案法
3.1 クラスタリングされたノードの計算
本章では符号を Junction Graphで表現し，クラスタ

リングされた符号語ビットが存在する場合の SPAによ
る復号方法を考える．簡単のため 2つの符号語ビットが
クラスタリングされた場合のみ説明するが，それ以上の
符号語ビットがクラスタリングされた場合でも同様のこ
とが言える．

SPAのHorizontal step.は，




r0
mn =

∑
{xn′ :n′∈N (m)\n} ψ(xn = 0, {xn′})

×∏
n′∈N (m)\n q

xn′
mn′

r1
mn =

∑
{xn′ :n′∈N (m)\n} ψ(xn = 1, {xn′})

×∏
n′∈N (m)\n q

xn′
mn′

(9)
(ψ({xn})は {xn}が偶重みの場合 1，奇重みの場合 0を
返す関数)の式変形となっている．
式 (9)の nがクラスタリングされた符号語ビットの場

合，{r00
mn, r01

mn, r10
mn, r11

mn} という 4つのメッセージを計
算・保持する必要があるが，ψ({xn})の性質（線形符号
の性質）により r00

mn = r11
mn，r01

mn = r10
mnとなるため，そ

れぞれを r0
mn，r1

mn で代表させることができる．
また，式 (9)の n′がクラスタリングされた符号語ビッ

ト n∗ を含む場合は，式 (3)を

δrmn = (
∏

n′∈N (m)\{n,n∗}
(q0

mn′ − q1
mn′))(Q

even
mn∗ −Qodd

mn∗)

(10)
(Qeven

mn は変数ノード nがとり得る偶重みの元に対して
のメッセージ qmn の和，Qodd

mn は奇重みの元に対しての
メッセージ qmn の和を表す）とすることで，同様の計
算を行うことができる．従って，Vertical step.におい
て，nがクラスタリングされた符号語ビット n∗の場合，



{q00
mn∗ , q

01
mn∗ , q

10
mn∗ , q

11
mn∗}の 4つを保持する必要はなく，

q0
mn∗ = Qeven

mn∗，q1
mn∗ = Qodd

mn∗ とすれば良い．

以上２つの性質を用いると，ループ構造に含まれる変
数ノード，チェックノードを場合分けして計算すること
で，SPAのメッセージ伝播に必要なメモリ量を増加させ
ずに，クラスタリングした場合の計算と同じ結果を求め
ることができる．

以上のことを Small-Loop構造に適用したアルゴリズ
ムを次節に示す．

3.2 提案アルゴリズム

LA を Small-Loopに含まれる 2つの変数ノードのう
ち任意の 1 つの変数ノードの集合とし，LB を Small-
Loop に含まれる変数ノードのうち LA に含まれない
ノードの集合とする．Small-Loopの定義として，A =
{(m,n)|nとmが同一のSmall-Loop内のノード, n ∈ LA}，
B = {(m,n)|n と m が同一のSmall-Loop内のノード
, n ∈ LB} というチェックノードmと変数ノード nのペ
アの集合を用意する．

β(n)，γ(n)，ζ(n)はn ∈ LAに対して定義され，β(n) ∈
LB は nが含まれる Small-Loopの nでは無い変数ノー
ドを表し，γ(n)，ζ(n) は n が含まれる Small-Loop の
チェックノードをそれぞれ表す (γ(n) 6= ζ(n))．

Hmn = 1を満たす全ての組 (m,n)に対し計算を行う．

Initialization.

((m,n) /∈ A , (m, n) /∈ B)の場合
式 (1)と同じ計算を行う．

((m,n) ∈ A )の場合
{

q0
mn = f0

nf0
β(n) + f1

nf1
β(n)

q1
mn = f0

nf1
β(n) + f1

nf0
β(n)

(11)

と初期化する．((m,n) ∈ B)については計算しない
（利用しない）．

Horizontal step.
{

r0
mn = ((1 + δrmn)/2)

r1
mn = ((1− δrmn)/2)

(12)

((m,n) /∈ A , (m, n) /∈ B)の場合
式 (3)と同じ計算を行う．

((m,n) ∈ A )の場合

δrmn =
∏

n′∈N (m)\{n,β(n)}
(q0

mn′ − q1
mn′) (13)

((m,n) ∈ B)については計算しない（利用しない）．
Vertical step.

(n /∈ LA, n /∈ LB)の場合
式 (4)と同じ計算を行う．

(n ∈ LA ∨ n ∈ LB)の場合





Q00 =
∏

m′∈M(n)\{γ(n),ζ(n)} r0
m′n

×∏
m′′∈M(β(n))\{γ(n),ζ(n)} r0

m′′n

×r0
γ(n)nr0

ζ(n)nf0
nf0

β(n)

Q01 =
∏

m′∈M(n)\{γ(n),ζ(n)} r0
m′n

×∏
m′′∈M(β(n))\{γ(n),ζ(n)} r1

m′′n

×r1
γ(n)nr1

ζ(n)nf0
nf1

β(n)

Q10 =
∏

m′∈M(n)\{γ(n),ζ(n)} r1
m′n

×∏
m′′∈M(β(n))\{γ(n),ζ(n)} r0

m′′n

×r1
γ(n)nr1

ζ(n)nf1
nf0

β(n)

Q11 =
∏

m′∈M(n)\{γ(n),ζ(n)} r1
m′n

×∏
m′′∈M(β(n))\{γ(n),ζ(n)} r1

m′′n

×r0
γ(n)nr0

ζ(n)nf1
nf1

β(n)

(14)

を計算した後，

(n ∈ LA, (n, m) /∈ {LA, LB})ならば
{

q0
mn = α((Q00 + Q01)/r0

mn)
q1
mn = α((Q10 + Q11)/r1

mn)
(15)

(n ∈ LB , (n,m) /∈ {LA,LB})ならば
{

q0
mn = α((Q00 + Q10)/r0

mn)
q1
mn = α((Q01 + Q11)/r1

mn)
(16)

(n ∈ LA, (n, m) ∈ {LA, LB})ならば
{

q0
mn = α((Q00 + Q11)/r0

mn)
q1
mn = α((Q01 + Q10)/r1

mn)
(17)

を計算する．(n ∈ LB , (n,m) ∈ {LA,LB})の場合は
計算しない．

Pseudoposterior probabilities.

(n /∈ LA, n /∈ LB)の場合
式 (5)と同じ計算を行う．

(n ∈ LA)の場合
{

q0
n = α(Q00 + Q01)

q1
n = α(Q10 + Q11)

(18)

(n ∈ LB)の場合
{

q0
n = α(Q00 + Q10)

q1
n = α(Q01 + Q11)

(19)

Decoding. SPAと同様に行う．

このアルゴリズムは Small-Loop内の変数ノードへの
メッセージの伝播を，1つのノード (n ∈ LA)に代表させ
て行っている．また，式 (14)は同一の Small-Loopにお
いてのメッセージに対しては同じ計算となるので，1つ
の Small-Loopに対して式 (14)は 1回計算すればよい．
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図 3: 実験 1結果

3.3 計算量評価
SPAと提案アルゴリズムについて演算回数を簡単に比

較する．符号長N，符号化率 0.5，H の列重みを 3，行
重みを 6，Small-Loopの個数が Lの符号を考える．演
算は和，積それぞれ 1回とカウントし，正規化は考えな
いこととする．比較を表 1に示す．

表 1: 演算回数の比較
SPA 提案アルゴリズム (CLUSTER)

式 (3) 12N 式 (3) +式 (13) 12N − 10L

式 (4) 12N 式 (4)+式 (14)～(17) 12N + 12L

4 シミュレーション
4.1 実験条件
符号は符号長 200，符号化率 0.5，Hの列重みを 3，行

重みを 6の LDPC符号のクラス，通信路は白色ガウス
通信路を用いる．但し，式 (8)のようなシンボル 1が 2
つ重複するような箇所が，3行又は 3列以上存在するよ
うな符号は除外した．SPA，提案アルゴリズム共に最大
反復回数は 400回とする．

4.2 実験 1
上記条件で符号をランダムに 5つ生成し (Small-Loop
の個数は 20個前後)，それぞれについて SPA，提案アル
ゴリズムを用いて復号する．図 4.2に SNR3.25～5.00の
ブロック誤り率のグラフを示す (各 SNR,符号に対して
の実験回数は 600000回)．

4.3 実験 2
上記条件で符号をランダムに 1つ生成し，ある 1つの

Small-Loopに含まれる 2つの符号語ビットを意図的に送
信誤りとし復号を行う（送信時にビットを反転させる）．
その他の符号語ビットは通常通り送信する．表 2に，各
SNRにおいて 5000回実験した内の，アルゴリズムの復
号誤りパターンの個数を示した．

4.4 考察
実験 2より Small-Loop構造のビット部分に誤りが発

生した場合，SPAでは復号誤りが発生しやすくなるが，
Small-Loopをクラスタリングすると，その誤りの発生
を抑えることができることがわかる．このことにより，

表 2: 実験 2結果
SPA CLUSTER SNR

5.00 4.50 4.00 3.50 3.00 2.50

ERROR RIGHT 180 263 377 423 512 544

(UNDETECT) (138) (190) (222) (208) (197) (171)

ERROR ERROR 67 126 175 299 575 1068

RIGHT ERROR 2 2 6 18 35 85

(UNDETECT) (2) (1) (2) (8) (9) (6)

※ ERROR は復号誤り，(UNDETECT) は未検出誤りを表す
　符号語 2ビットに意図的にノイズを加えているため SNRは厳密な値ではない

平均的な復号誤り率も Small-Loopをクラスタリングし
た方がよくなると考えられるが，実験 1の結果よりこれ
を確認できた．

5 まとめ
本稿では，SPAでのメッセージ伝播に必要なメモリ量

を増加させることなく Small-Loopをクラスタリングす
るアルゴリズムを提案した．このアルゴリズムは，Small-
Loopによる SPAの近似性能が悪くなる影響を抑えるこ
とができるため，Small-Loopが存在する LDPCのクラ
スを，実用することのできる符号のクラスとして用いる
ことができるようになった．
今後の課題として，Small-Loop以外のループ構造を

クラスタリングした場合の，その計算量やモデル構築方
法の検討などが挙げられる．また，Small-Loopを含む
符号のクラスと，Small-Loopを取り除いた符号のクラ
スの符号性能の差を明確にする必要もある．
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