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ビタビアルゴリズムを用いた可変サイズのリスト復号における

誤り指数について
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あらまし Yamamoto, Itohの判定帰還（ARQ）方式 [1]で用いられていた判定基準 LR [3]は，判定基準の計
算に必要な労力が少ないことから，ビタビアルゴリズム（VA）との整合性に優れていることが知られている．ま
た，Forney は，ブロック符号に対して，最ゆう復号を可変サイズのリスト復号（VLD）に拡張した符号化定理
を導いている．本論文では，畳込み符号を VAで復号する場合に，LRを用いた可変サイズのリスト復号（VLD）
へ拡張するアルゴリズムを提案し，その誤り指数の下界を離散的無記憶通信路を仮定して導出する．
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1. ま え が き

可変サイズのリスト復号器（variable size list de-

coder. 以下，VLDと呼ぶ）は，最ゆう復号を一般化

した復号として，G.D.Forney, Jr. [4]がブロック符号

を用いて提案し，同時に符号化定理を導いた．[4]にお

ける一般化は，受信系列に対して判定基準（decision

criteria）をおくことで行われる．すなわち，最ゆう

復号が「復号するメッセージをただ一つに決めて出力

する」のに対し，ここでの一般化の意味は，「復号する

メッセージを一つ出力するか，何も出力しない（注1）」，

若しくは，「復号するメッセージを複数個決定して出力

する（VLD）」復号に拡張することを指している．

その後，畳込み符号を用いた場合に対しても，判定

帰還（ARQ）方式への拡張を目的として，[4] 式 (11)

とは異なる判定基準を設けたアルゴリズムが提案され，

その符号化定理の導出がなされている [1], [3], [7], [8]．
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畳込み符号を用いた場合，最ゆう符号語の探索だけで

あれば，ビタビアルゴリズム（VA）により，トレリス

構造を利用した効率の良い復号ができる．しかし，前

述したような復号の一般化を考えると，VA を行って

いく中で要する判定基準の計算労力など，VAと判定

基準との整合性について考慮しなければならない問題

点も生じる．したがって，ブロック符号においては，

Neyman-Peasonの最適性 [4]を満たす Forney の判定

基準を用いれば十分であったのに対し，畳込み符号に

おいては，従来よりいくつかの判定基準が提案され，

その符号化定理に対する議論がなされてきた．そして，

これらの議論は，特に判定帰還（ARQ）方式につい

て的を絞って議論されてきたものであり，VLD に対

して行われたものではなかった（注2）．そこで本論文で

は，判定基準に要する計算がほとんど無視できる意味

で，VA との整合性が優れている [1] で用いられた判

定基準を用いた場合の VLDの誤り指数を新しく導出

する．なお，通信路容量 C の離散的無記憶通信路を仮

（注1）：消失判定を行う復号器．判定帰還（ARQ）方式や連接符号の内
部符号の復号に用いられる．
（注2）：Forney [4] の式 (11) の判定基準を用いた場合には，この論文
で指摘されているように，ARQ と VLD の場合でほとんど解析方法が
同じという双対性が成り立つ．したがって，VLD の結果が ARQ の結
果から簡単に導出できる．しかし，その他の判定基準を用いた場合，一
般にはその双対性は成り立たない．
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定する．

2. 準 備

本論文では，以下の表記を用いることにする．

2. 1 離散的無記憶通信路（DMCs）

入力アルファベット A = {0, 1, · · · , a − 1}, 出力
アルファベット B = {0, 1, · · · , b − 1} の離散的無
記憶通信路（DMCs）を仮定し，その通信路行列

P = {Pji, i ∈ A, j ∈ B} を仮定する．
2. 2 ブロック符号について

符号長 NB，メッセージ数 eNBR のブロック符号に

対して，メッセージ iに対する符号語を xi，受信系列

y と表記する．

2. 3 畳込み符号について

送信される情報記号系列（メッセージ）を uN で

表す．ただし，uN は，符号器へ入力される q 元

アルファベット U = {0, 1, · · · , q − 1} からなる長
さ N の系列である．よって，ある情報記号系列

uN
i は，uN

i = ui,1ui,2 · · · · · ·ui,t · · ·ui,N（ただし，

ui,t ∈ U , t = 1, 2, · · · , N, i = 1, 2, · · · , qN ）で示さ

れる．ブランチ拘束長 K の畳込み符号は q 進木で示

すことができ，ある情報記号系列はルートから伸び

る 1本のパスに対応する．すなわち，uN
i の第 tブラ

ンチに対する符号系列は，ui,t の符号器への入力，及

び，ui,t−1, ui,t−2, · · · , ui,t−K で定まる符号器の状態

によって定まる．また，符号化に用いる 1ブランチ当

りの通信路への入力シンボルの数を v とすると，レー

ト（情報伝送速度）Rは R = 1
v

ln q（nats/シンボル）

と定義できる（注3）．

なお，パス uN
i の第 1ブランチから第 nブランチま

での部分系列を un
i で記す．更に，第 1ブランチから

第 nブランチまでのパス un
i に対する符号系列及び受

信系列を，それぞれ，xvn
i 及び yvn と表し，その第 t

ブランチに対する符号系列及び受信系列を，それぞれ，

xv
i,t 及び yv

t で記すことにする．

2. 4 Forneyの判定基準（FR）とそのブロック符

号への適用

Forney [4]式 (11)による判定基準を [3] に習い FR

と呼ぶ．ブロック符号における判定基準 FRは，受信

系列を次式に照らし合わせて，復号器が出力するメッ

セージを決定する．

Pr(y|xi)∑
xi′ �=xi

Pr(y|xi′)
≥ ∆ =⇒ メッセージ iを出力

else メッセージ iを出力しない (1)

すなわち，しきい値 ∆の値が ∆ > 1ならば，この判

定基準を満たす符号語一つが出力されるか何も出力し

ない（消失）かのいずれかであるので，ARQなどの

消失判定を行う復号器となる．逆に，∆ < 1 ならば，

この判定基準を満たす符号語は，一つ以上の符号語を

出力するので，VLDとなる．また，∆ = 1では通常

の最ゆう復号を行う復号器となる．

Forney [4] は，消失判定を行う復号器と VLDの関

係が，しきい値の正負を換えるだけの双対な関係であ

り，これら各々の符号化定理についてもほとんど同様

な過程で導出できることを指摘している．ところが，

畳込み符号に VAを用いて復号する場合，FRを計算

するためには（注4），VAの計算量とは別にかなりの労力

を必要とする．そこで，次章では，VA との整合性に

優れた判定基準と，これを畳込み符号における判定帰

還（ARQ）方式に適用したアルゴリズム [1]を示そう．

3. Yamamoto，Itoh [1]の判定帰還方式
で用いられた判定基準と畳込み符号に
対するVLDの提案

前章で示した FR の判定基準を，畳込み符号に適

用することも可能である．しかし，消失判定を行わ

ない通常の VA と比較すると，判定基準の計算のた

めに必要な計算量が決して少なくない．これはブロッ

ク符号の場合と異なり，符号の構造を利用して，最

大ゆう度の符号語以外のゆう度計算をなるべく抑え

ようとした VA の利用が可能なゆえに生じる問題で

ある．そもそも，消失判定は復号の計算量を抑えな

がら復号誤り確率を小さくすることが目的であるか

ら，判定基準のために計算量が大きくなるのでは本末

転倒とする見方もある．したがって，Raghavan and

Baum [9] や Hashimoto [3] に記された方式が復号誤

り確率固定のもとで再送要求の確率最小を達成しよう

とも，Yamamoto，Itoh [1] の判定帰還方式が実際上

は有効とする見方もできる．

そこで本論文では，畳込み符号に対し，ほぼ VA

に必要な計算量だけで実行できる判定基準を用いた

Yamamoto，Itoh の判定帰還方式のアルゴリズム [1]

を次に示し，続いてこのアルゴリズムと同じ判定基

（注3）：本節に記した畳込み符号は，文献 [11]p.261 に記された定義と
同様である．
（注4）：畳込み符号に対して，FR の判定基準を効率良く実行するに
は [9] で示されたアルゴリズムが知られる．しかし，判定基準を計算す
るための労力は [1] と比較して明らかに大きい．
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準を用いた VLDのアルゴリズムを提案して考察を加

える．

［Yamamoto, Itohの判定帰還方式］

レベル K − 1 まで，すべてのパスを伸長し，そ

のラベルを Accept とおく．また，レベル N + 1 よ

りレベル N + K − 1 の情報系列には既知シンボル

が入力されているものとする．このとき，レベル

n(K ≤ n ≤ N + K − 1) に対して以下の手続き

（ 1）～（ 3）を繰り返す．

（ 1） レベル nのパス選択に対する初期条件

レベル n− 1において，qK−1 個の状態ごとに 1本

だけのパスがサバイバとして保持されている．このサ

バイバは，長さ n− 1ブランチのパスであり，Accept

または Rejectのラベルをもつ．

（ 2） パス伸長

qK−1 個のサバイバに対して，レベル nまで 1ブラ

ンチの伸長を行いゆう度の計算を行う．

（ 3） サバイバのパス選択とそのラベルの判定

レベル nの qK−1 の各々のノードにおいて，最もゆ

う度の大きいパスのゆう度を Pr(yvn|xvn
(1))

（注5），2 番

目に大きいパスのゆう度 Pr(yvn|xvn
(2))に対し，

Pr(yvn|xvn
(1))

Pr(yvn|xvn
(2)

)
≥ ∆, ∆ > 1 (2)

を満たせば，このパスをラベル Accept のサバイバと

する．そうでなければ，ラベル Rejectのサバイバとす

る．ただし，一度 Reject のラベルのついたサバイバ

のラベルは Reject のままとする．レベル n で残った

qK−1 本のサバイバのラベルがすべて Reject であった

場合，ルートノードよりすべての受信系列の再送を要

求し，レベル K よりすべてのパス選択をやり直す．

レベル N +K − 1における Acceptのパスを，最終

的なサバイバとして出力する．（アルゴリズム終了）

ここで示したアルゴリズムは，各ノードで局所的に

最大ゆう度をもつパスと 2番目に大きなゆう度をもつ

パスを比較している．ところが，レベル N + K − 1

では，トレリスに含まれるすべてのパスの中で最大ゆ

う度のパスと 2 番目のゆう度のパスを必ず比較する

ことを保証する．すなわち，終端した畳込み符号のト

レリス全体をブロック符号とみなせば，Yamamoto，

Itohの判定帰還方式は，トレリス全体で次の判定基準

の ∆ > 1 である場合に相当する．

∃i, ∀i′ �= i,

Pr(yv(N+k−1)|xv(N+K−1)
i )

Pr(yv(N+k−1)|xv(N+K−1)

i′ )
≥ ∆,

=⇒ 情報記号列 uN
i を出力

else 情報記号列 uN
i を出力しない (3)

この判定基準を [3]に倣い，ゆう度比検定（LR）と

呼ぶことにする．Yamamoto，Itohの判定帰還方式で

は，LRのしきい値∆に 1より大きな値が用いられた．

したがって，このしきい値を 1 より小さくし，かつ，

VAと組み合わせることで，畳込み符号に対する VLD

の構成が自然に考えられる．しかも，LRを用いた場

合には，判定基準に必要な計算量を抑えることが期待

できる．しかし，ブロック符号の場合と異なり，畳込

み符号を用いる場合には，単純にしきい値の値を変え

るだけでは，VLD のアルゴリズムにならない．そこ

で，以下に LRを用いた VLDのアルゴリズムを提案

し，次章でその評価を行うことにする．

［LRの判定基準を用いた VLDのアルゴリズム］

レベル K − 1 まで，すべてのパスを伸長する．ま

た，レベル N + 1よりレベル N + K − 1の情報系列

には既知シンボルが入力されているものとする．この

とき，レベル n(K ≤ n ≤ N + K − 1)に対して以下

の手続き（ 1）～（ 3）を繰り返す．

（ 1） レベル nのパス選択に対する初期条件

レベル n− 1において，qK−1 個の状態ごとに 1本

以上のパスからなるリストが保持されている．リスト

の要素は，長さ n− 1ブランチのパスである．

（ 2） パス伸長

qK−1 個のリストの各々のパスに対して，レベル n

まで 1ブランチの伸長を行いゆう度の計算を行う．

（ 3） リストに残すパスの選択とその判定

レベル nの qK−1 の各々のノードにおいて，最もゆ

う度の大きいパスのゆう度を Pr(yvn|xvn
(1))，2番目以

下であるパスmのゆう度を Pr(yvn|xvn
m )としたとき，

Pr(yvn|xvn
m )

Pr(yvn|xvn
(1)

)
≥ ∆, ∆ < 1 (4)

を満たせば，m をこのノードに残すリストに含める．

そうでなければ，捨てる．

レベルN +K−1において選択されたリストを，最

（注5）：本論文では，レベル n のノードにおいて，情報記号列 u�
N に

対するゆう度を Pr(yvn|xvn
�

) と表すのに対し，ゆう度が  番目に大
きいパスのゆう度を Pr(yvn|xvn

(�)) と使い分ける．すなわち，(·) はあ
るノードでのパスのゆう度に対する順位を表す添字である．
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終的なリストとして出力する．（アルゴリズム終了）

VLDでは，各ノードで生き残るパスが 1 本ではな

く，複数本でその数が確率変数となる（注6）．式 (4) で

は，各ノードごとに「最大ゆう度のパス自身も含め，

最大ゆう度のパスに対してあるゆう度比より大きいパ

ス」をすべてリストとして残す．リストに含まれるパ

スは，すべて次のレベルのノードへ伸長され，再び式

(4)によって，リストに残るか捨てられるかが決めら

れる．

このように，各ノードごと局所的に構成されたリス

トは逐次更新され，レベルN +K− 1において，トレ

リス全体で「最大ゆう度をもつパスと，最大ゆう度の

パスに対しあるゆう度比より大きいパス」を含むリス

トを出力する．したがって，提案した VLDのアルゴ

リズムは，トレリス全体に対して (3)の基準を∆ < 1

として用いている．

4. 提案するVLDの誤り指数

本章では，提案した畳込み符号における VLDに対

して，[4]の定義に従い誤り指数を導出する．

ここで，提案する LRを用いた VLDの解析の過程

は，畳込み符号に同じく LRを用いたARQ の解析 [2]

にすべて一致しないことに注意したい．これは，4.3

の平均リストサイズの上界の導出の過程が異なること

による．

これに対し，畳込み符号に FR を用いた VLD の

誤り指数は，Hashimoto [3] で求められた結果を用い

れば，直ちに導出できる．4.5 では，強雑音通信路

（VNC：例えば [12], [13]などを参照）を仮定し，提案

する VLDの誤り指数とこれらの誤り指数を比較する．

4. 1 しきい値の大小とリスト復号誤り確率

VLDに対する復号誤りは，リスト復号誤りであり，

レベル N + K − 1 でできる最終的なリストの中に正

しいパスを外してしまう事象である．各ノードでは，

判定基準 LRに与えられたしきい値によってサバイバ

がリストに含まれるか否かが決定される．したがって，

しきい値の大小に対し，正しいパスをリストから外し

てしまう確率と多くの正しくないパスをリストに含め

てしまう確率にはトレードオフの関係がある．もし，

しきい値を無造作に小さくとってしまえば，正しいパ

スはリストから漏れにくいかもしれないが，レベル

N +K − 1のリストに残る誤りパスの平均本数はばく

大な数となる．そこで，[4]に従い，リストに残る誤り

パスの平均本数 E[Sist]の上界を 4.3で求め，この値

が拘束長 K が増えるとともに任意に小さくできるこ

とを条件に，しきい値の条件を設定する．そして，そ

の条件のもとで，復号誤り確率に対する誤り指数が達

成し得る最も大きい値を明らかにする．以下では，固

定されたしきい値 ∆ に対するリスト復号誤り確率の

上界を 4.2で，また，上記のしきい値の条件のもとで

の誤り指数の最大化を 4.4で，それぞれ示そう．

4. 2 リスト復号誤り確率の上界

前述したように，リスト復号誤りとは，レベル

N + K − 1 でできる最終的なリストの中に正しい

パスが入っていない確率を指す．本節では，リスト復

号誤り確率 Pr(E1)の上界を導出する．

正しいパス uN
0 としたときに，このパスのレベル n

までの部分列 un
0 がレベル nのノードにおいてリスト

から外れてしまう確率を PE1,n(uN
0 )で表す．すると，

レベル N + K − 1 の最終的なリストに正しいパスが

含まれない確率 Pr(E1)は，次のようにユニオン上界

できる．

Pr(E1) ≤ 1

qN

∑
uN
0

N+K−1∑
n=K

PE1,n(uN
0 ) (5)

更に，PE1,n(uN
0 )についても，以下のように上界が可

能である．

Aをレベル nで合流する誤りパスの集合とし，Aに

含まれる誤りパスとその符号系列を，それぞれ un
i と

xvn
i （ただし，i ∈ A）で表記する．また，正しいパス

uN
0 に対する符号系列のレベル nまでの部分列を xvn

0

とする．正しいパス uN
0 がレベル nでリストから外れ

る事象は，ある誤りパス i, i ∈ Aと正しいパスのゆう

度比 Pr(yvn|xvn
0 )

Pr(yvn|xvn
i

)
が ∆より小さくなるときに起こる．

すなわち，

PE1,n(uN
0 ) = Pr

[
レベル nのノードで，ある

i ∈ A, i �= 0に対し，
Pr(yvn|xvn

0 )

Pr(yvn|xvn
i )

< ∆
]

である．PE1,n(uN
0 )を陽に求めることは難しいが，レ

ベル nで合流する可能性のあるすべての誤りパスに対

（注6）：なお，リストのサイズが固定されたリスト復号（FLD）を VA

で行うアルゴリズムは，[5] において，提案，解析されている．両者は
「最大ゆう度の符号語だけでなく，ゆう度の大きい他の符号語の候補を
出力する」という点で共通するが，両者の直接的な比較は難しいと考
え，今後の課題としたい．ブロック符号においても，FLD [12], [13] と
VLD [4] の直接の比較は，同様に難しいと思われる．
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して，Pr(yvn|xvn
0 )

Pr(yvn|xvn
i

)
< ∆ となる確率のユニオンをとる

ことで上界が可能である．すなわち，

ϕ(yvn, i) =

{
1 :

Pr(yvn|xvn
0 )

Pr(yvn|xvn
i

)
< ∆

0 : それ以外．

とすると，

PE1,n(uN
0 ) ≤ Pr

[⋃
i∈A

ϕ(yvn, i) = 1

]
(6)

が成り立つ．ここで，{
yvn :

⋃
i∈A

ϕ(yvn, i) = 1

}

=

{
yvn :

∑
i∈A

ϕ(yvn, i) ≥ 1

}
(7)

であることと，次式に示すパラメータ α ≥ 0 を用

いた ϕ(yvn, i) に対するチャーノフ上界 ( [12]p.122

Prob.2.10)

ϕ(yvn, i) ≤
[

Pr(yvn|xvn
i )

Pr(yvn|xvn
0 )

∆

]α

(8)

を利用すれば，式 (6)は

≤ Pr

[ ∑
i∈A

(
Pr(yvn|xvn

i )

Pr(yvn|xvn
0 )

∆

)α

≥ 1

]

と上界できる．上式の [ ] の中の論理式に，α の代わ

りに σ1 ≥ 0, ρ1 ≥ 0を用いて，更にチャーノフ上界を

施せば，

≤
∑
yvn

Pr(yvn|xvn
0 ) ·

·
[ ∑

i∈A

(
Pr(yvn|xvn

i )

Pr(yvn|xvn
0 )

∆

)σ1/ρ1
]ρ1

(9)

が成り立つ．

誤りパスの集合 Aに対し，
∑

A2
をある時刻におい

て正しいパスから分岐しレベル n で合流する誤りパ

スの集合に対する和とする．更に，分岐の起こるあ

らゆる時刻に対しての和を
∑

A1
で示す．すなわち，∑

A
=
∑

A1

∑
A2
であるとする．また，0 ≤ ρ ≤ 1

と制約を設ければ，不等式 (
∑

i
ai)

ρ ≤∑
i
ai

ρ, 0 ≤
ρ ≤ 1 を用いことができるので，式 (9)は，

≤ ∆σ1
∑
A1

∑
yvn

Pr(yvn|xvn
0 )1−σ1 ·

·
{∑

A2

Pr(yvn|xvn
i )σ1/ρ1

}ρ1

(10)

と上界することができる．

この結果にランダム符号化を施すと，次の補題が得

られる（証明は付録を参照）．

［補題 1］ ランダム符号化を用いることで，Pr(E1)の

アンサンブルに対する平均誤り確率 EPr(E1) が次式

で上界される．

EPr(E1) ≤ NevRρ1

1 − e−vε1
· exp {−Kv [ E1(R,∆) ] } ,

E1(R,∆) = max
D1

[
Eo(σ1, ρ1,q) − σ1

ln ∆

Kv

]
D1 = {q, 0 ≤ ρ1 ≤ 1, σ1 ≥ 0,

ε1 = Eo(σ1, ρ1) − ρ1R > 0.}
Eo(σ, ρ,q)

= − ln

[∑
j

(∑
i

qiP
1−σ
ji

)(∑
i

qiP
σ/ρ
ji

)ρ]

ただし，q = (q0, q1, · · · , qa−1)を通信路への入力シン

ボルに対する確率分布とする． ✷

4. 3 レベルN + K − 1のリストに残る誤りパス

の平均本数の上界

正しいパスを uN
0 とする．レベル nの正しいパスが

合流するノードにおいて，リストに残る誤りパスの平均

本数をE[Sist,n]とする．このとき，レベルN+K−1

のリストに残る誤りパスの平均本数 E[Sist] は，レ

ベル nからレベル N + K − 1までのユニオン上界に

より，

E[Sist] ≤ 1

qN

∑
uN
0

N+K−1∑
n=K

E[Sist,n] (11)

で抑えられる．また，E[Sist,n] に対しても，この値

を陽に求めることは難しいので，ユニオン上界を用い

て評価する．インジケータ φ(yvn, i), i ∈ Aを，

φ(yvn, i) =

{
1 : iが，リストに入る

0 : それ以外

とすると，平均の上界は，レベル nで合流する可能性

のあるすべての誤りパスに対するユニオンをとって，
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E[Sist,n] ≤
∑
yvn

Pr(yvn|xvn
0 )
∑

A

φ(yvn, i)

と上界される．また，φ(yvn, i)は，σ2 ≥ 0 を用いて，

φ(yvn, i) ≤
(

Pr(yvn|xvn
i )

Pr(yvn|xvn
0 )

∆−1

)σ2

(12)

で上界できるので，

E[Sist,n]

≤ ∆−σ2
∑
A1

∑
yvn

Pr(yvn|xvn
0 )1−σ2 ·

·
∑
A2

Pr(yvn|xvn
0 )σ2 (13)

が成り立つ．この結果にランダム符号化を施すと，下

記の補題が導ける（証明は付録参照）．

［補題 2］ ランダム符号化を用いることで，E[Sist]

のアンサンブルに対する平均 EE[Sist] が次式で上界

される．

EE[Sist] ≤ NevR

1 − e−vε2
· exp {−Kv [ E2(R,∆) ] }

E2(R,∆) = max
D2

[
Eo(σ2, 1,q) + σ2

ln∆

Kv

]
D2 = { q, σ2 ≥ 0,

ε2 = Eo(σ2, 1) −R > 0.} ✷

4. 4 誤り指数の導出

誤り指数の導出を行う前に，補題 1と補題 2の指数

部を同時に満たす符号の存在を示しておく．

［補題 3］ 次式を同時に満たす符号が存在する．

Pr(E1) ≤ 2EPr(E1),

E[Sist] ≤ 2EE[Sist] (14) ✷

（証明）[16] 補題 4参照．

したがって，対象とするアルゴリズムに対し，しき

い値 ∆ が動いたときに，その指数部が E1(R,∆) と

E2(R,∆)を同時に達成する符号が存在することが保

証される．

すると，誤り指数は，以下のように導出すればよい．

ブランチ拘束長K をK → ∞としたとき，Pr(E1)及

び E[Sist] が，両方とも任意に小さくなる範囲をしき

い値の範囲とする．誤り指数E1(R,∆)を達成し得る最

も大きい値とするためには，できるだけ，しきい値を小

さくとりたい．そこで，E2(R,∆) → 0, E2(R,∆) > 0

としたのち，σ2 をD2 の範囲で最適化して， ln∆
Kv
が最

も小さくなるようにしきい値 ∆を定める．その上で，

σ1, ρ1 を D1 の範囲で，E1(R,∆)が最も大きい値を

とるように最適化したものが求める誤り指数となる．

以上のようにして得られた誤り指数を定理に示す．

［定理 1］ 提案する畳込み符号を用いた VLD のアル

ゴリズムは，以下に示される誤り指数 evd(R)を達成

する．

evd(R) = E1(R,∆), ∆ = exp{−Kv[θ(R)]},

θ(R) =
Eo(σ2, 1)

σ2
,

σ2 = arg[ inf
0≤σ2

Eo(σ2, 1) > R ] (15)

ただし，Eo(σ2, 1)は，maxq Eo(σ2, 1,q) を示す．

✷

式 (15) において，evd(R) の値を最も大きくす

るには，θ(R) の値を最も大きくしたい．このとき，

Eo(σ2, 1)が σ2 ≥ 0に対して上に凸な関数であること

[2]に注意する．すると，σ2に対し，Eo(σ2, 1)−R > 0

を満たしたもとで，できるだけ小さな値を選べば

evd(R)の最大化ができる．

では，0 ≤ R < C なる任意の R を与えたとき，

evd(R) > 0が成り立つかに興味がわくが，このこと

に関して次の系を与える．

［系 1］ レート Rを与えたとき，evd(R)を達成する

には，σ2 = arg[ inf0≤σ2 Eo(σ2, 1) > R] であるよう

な σ2 が存在しなければならない．しかしEo(σ2, 1)の

値は，Holderの不等式により，

0 ≤ Eo(σ2, 1) ≤ Eo(
1

2
, 1)

である．したがって，evd(R) > 0となるレート Rは，

0 ≤ R < Eo(
1
2
, 1) = Eo(1) の範囲に限られる．ここ

で，Eo(1)は Gallager 関数 Eo(ρ) |ρ=1，

Eo(ρ) = − ln[
∑

j

(
∑

k

qkP
1/1+ρ
jk )1+ρ]

を示す． ✷

すなわち，evd(R) > 0 となるレート R は，0 ≤
R < Eo(1) = Rcomp の範囲である．なお，Rcomp は，

カットオフレート（ [14] など）と呼ばれる．

一般の DMC では，定理 1で示された誤り指数を，

これ以上簡潔に表記することはできないので，次節に

おいて，VNCにおける数値計算結果を示す．
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4. 5 強雑音通信路における数値計算

ここでは，VNCを仮定し，定理 1で導出されたVLD

の誤り指数に対する数値計算結果を示す．また，畳込

み符号に FRを適用した場合のVLDの誤り指数を，[3]

p.85, Theorem 3において，T → Eo(s, ρ, p)/(1 − s)

とすることで得ることができる．そこで，この誤り指

数を e(R)と表記し，新しく得られた誤り指数と比較

する．更に，LR 及び FRを判定帰還方式で用いた場

合の誤り指数が [2]及び [3]で得られているので，これ

らをそれぞれ e1(R), eF (R)で表記する．以上の誤り

指数を比較し，次節で考察を加える．

q を最適化して得られる通信路容量 C の強雑音通

信路を仮定すると，

Eo(σ, ρ) = σ

{
2 − σ

(
1 +

1

ρ

)}
C

eF (R) =

(
1 +

√
1 − R

C

)
C

e(R) = max
0≤σ≤ρ≤1

Eo(σ, ρ)

1 − σ

e1(R) = max
D

[Eo(σ, ρ) + σ · eF (R)]

D = {σ ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1, Eo(σ, ρ) − ρR > 0}

であり，定理 1で示された誤り指数 evd(R)は，

evld(R) = max
D

[Eo(σ, ρ) + σ · θ(R)]

θ(R) =
2R

C −
√

C(C − 2R)
C,

図 1 VNC における誤り指数
Fig. 1 Exponents on VNC.

0 ≤ R <
C

2
= Rcomp. (16)

となる．

これらを用いた数値計算結果を図 1 に示す．

5. 考 察

Yamamoto, Itohの判定帰還方式で用いられていた

判定基準 LR は VA と整合性が良いことが知られて

いた．そこで本論文では，同じ判定基準を用いた畳込

み符号に対する VLDのアルゴリズムを提案し，その

誤り指数の下界を離散的無記憶通信路を仮定して導出

した．

VNCにおける数値計算結果を見ると（図 1 参照），

レートが低いところでは，FRを畳込み符号に適用し

た場合と同じ誤り指数が得られた．したがって，提案

した VLDは，0 ≤ R < Rcomp の低レートであれば，

最適な判定基準である FRの計算をする労力をかける

までもなく，同等の性能が期待できることが本論文に

よって明らかになった．

一方，Rcomp 以上のレートでは，evd(R) > 0であ

る領域が存在しなかった．すなわち，今回，導出した

結果によれば，提案アルゴリズムは，R > Rcomp で

用いることができない．この関係は，従来から知られ

ている判定帰還方式における FR と LR の誤り指数

の関係 [2] に類似している．[2] における判定帰還の誤

り指数では，低レートで LRと FRの差はほとんどな

いが，レートが高くなるにつれ差は大きくなり，通信

路容量付近で非常に大きな差になる．本論文により，

VLDにおいても，レートの高い領域で LR と FR に

大きな差が現れるという類似な関係があることが明ら

かとなった．

6. む す び

Yamamoto, Itohの判定帰還方式で用いられていた

判定基準 LRは計算量を増やさない意味で VAと整合

性が良いことが知られていた．本論文では，同じ判定基

準を用いた畳込み符号に対する VLDのアルゴリズム

を提案し，その誤り指数の下界を離散的無記憶通信路

を仮定して導出した．この結果，VNCにおける数値計

算結果によれば，LRによる VLDは 0 ≤ R < Rcomp

の低レートに対して，最適だが大きい計算量の必要な

FRを用いた VLDと同等の性能を期待できることが

明らかになった．
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付 録

ここでは，ランダム符号化を施して補題 1の導出を行

う過程について示す．この過程は，補題 2に関しても同

様であり，この場合は，σ1 → σ2, ρ1 → 1,∆ → ∆−1

と置き換えればよい．

まず，パスに対するゆう度の標記を，ブランチに対

するゆう度の積で書き換える．すなわち，

Pr(yvn|xvn
i ) =

n∏
t=1

Pr(yv
t |xv

i,t),

∑
yvn

=
∑
yv
1

∑
yv
2

· · ·
∑
yv

n

で置き換える．更に，パス iの第 tブランチに対する

ゆう度を Pi(t)
def
= Pr(yv

t |xv
i,t)と略記すれば，以下の

ように書ける．

PE1,n(uN
0 ) ≤ ∆σ1 ·

∑
A1

n∏
t=t1∑

yv
t

P0(t)
1−σ1 ·

{∑
A2

Pi(t)
σ1/ρ1

}ρ1

(A·1)

ただし，t1 は，A2 に含まれる誤りパスが正しいパス

から分岐するレベルを示す．

次にランダム符号化を施す．以下では，ブランチごと

に独立に，かつ，各々のブランチの v個の入力アルファ

ベットに対し独立に，確率分布 q = (q0, q1, · · · , qa−1)

に従ってシンボルを割り付けたときのあらゆる符号に

対する平均を求める．この平均を E[·], 及び，·で表す
ことにする．

E[xρ] < [E(x)]ρ, 0 ≤ ρ ≤ 1, 及び，分岐したパス同

士でブランチごとに符号語が独立であることを用い，

式 (A·1)は，

PE1,n ≤ ∆σ1

·
∑
A1

n∏
t=t1

∑
yv

t

P0(t)
1−σ1

{∑
A2

Pi(t)
σ1/ρ1

}ρ1

.

(A·2)

A2の要素に含まれる誤りパスが正しいパスから t1で分

岐し，レベル nに至るまでの長さ（ブランチ数）を n1

とおく．すると，A2 の要素は，|A2| ≤ e(n1−K+1)vR

で抑えられる．また，符号化及び通信路は独立である

から，
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≤ ∆σ1 ·
∑
A1

eρ1n1vR

·


∑

yv
t

P0(t)
1−σ1

{∑
A2

Pi(t)
σ1/ρ1

}ρ1



n1

(A·3)

更に，一つのブランチに対する符号語についても，シ

ンボルごとの符号化は独立であるので，∑
yv

t

P (t)a
(
P (t)b

)c

=

{∑
j

(∑
i

qiPji
a

)(∑
i

qiPji
b

)c}v

を用い，A1 についての和を
∑

A1
=
∑

{n≥n1≥K} と

書き直せば，

PE1,n ≤ e−(K−1)vRρ1 · ∆σ1

∞∑
n1=K[

eρ1R
∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−σ1
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ1
ρ1

ji

)ρ1
]vn1

(A·4)

最後に，Eo(q, σ1, ρ1) − ρ1R > 0 と制約を付ければ，

無限等比級数である上式が収束する．q, σ1, ρ1 を制約

の許す範囲で動かし，最も厳しい上界がとれるように

すれば，上式は次のように書ける．

PE1,n ≤ evRρ1

1 − e−vε1
· exp {−Kv [ E1(R,∆) ] } ,

E1(R,∆) = max
D1

[
Eo(σ1, ρ1,q) − σ1

ln ∆

Kv

]
D1 = {q, 0 ≤ ρ1 ≤ 1, σ1 ≥ 0,

ε1 = Eo(σ1, ρ1) − ρ1R > 0.}
Eo(σ, ρ,q)

= − ln

[∑
j

(∑
i

qiP
1−σ
ji

)(∑
i

qiP
σ/ρ
ji

)ρ]

以上のように，レベル nにおいて PE1,n を上界できた

が，これはレベルK よりレベル N +K − 1まで同様

である．これらのユニオンにより上界をとれば，補題

を得ることができる．
（平成 16 年 11 月 4 日受付，17 年 4 月 1 日再受付，

7 月 8 日最終原稿受付）
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