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Abstract–The decision criterion called“LR”is known to
be very suitable for the Viterbi algorithm (VA), because lit-
tle effort of calculation is needed for LR. This criterion was
once used in ARQ using the VA, proposed by Yamamoto
and Itoh. Then, variable size list decoding (VLD) was pro-
posed by authors. In this paper, the restrictions for number
of retained paths for variable size list decoding with VA is
clarified by random coding arguments.
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1 はじめに

リストサイズを確率変数にとるリスト復号 (Variable

size list decoding : VLD)は，Forney [4]により，ブロッ

ク符号を対象にはじめて提案された．そして，同時に，

その誤り指数の下界が求められた．一方，畳込み符号に

おけるVLDの誤り指数の下界は，筆者らの論文 [13]で

導出された．[13]では，Viterbiアルゴリズム (VA)と整

合がよいと知られる判定基準 LRを用いて，畳込み符号

における VLDの誤り指数を導出している．

[13]のアルゴリズムは，VAをベースとしている．し

かし，サバイバの本数を確率変数にとるため，その本数

が無限に必要になることを許すのであれば，もはや畳込

み符号の復号法として破綻することを意味する．しかし，

幸いなことに，このアルゴリズムでは，拘束長 K に応

じ，「保持すべきサバイバ本数の上限」を設けることがで

きることを本論文では明らかにする．[13]では，拘束長

Kを大きくしていけば，リスト復号誤り確率を任意に小

さくできることが示されていたが，保持すべきサバイバ

の本数に対する制約は何も加えていなかった．そこで，

本論文では，各ノードで生成されるリストのサイズに適

切な上限を与えたとしても，リスト復号誤り確率に劣化

を与えないことを示す．

なお, 本稿では，通信路容量 C の離散的無記憶通信路

を仮定する．
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2 準備

本論文では，以下の表記を用いることにする．

2.1 離散的無記憶通信路 (DMCs)

入力アルファベット A = {0, 1, · · · , a − 1}, 出力アル
ファベット B = {0, 1, · · · , b− 1} の離散的無記憶通信路
を仮定し，その通信路行列 P = {Pji, i ∈ A, j ∈ B} を
仮定する．

2.2 畳込み符号について

送信される情報記号系列（メッセージ）を uN で表

す. ただし，uN は, 符号器へ入力される q 元アルフ

ァベット U = {0, 1, · · · , q − 1} からなる長さ N の系

列である. よって, ある情報記号系列 uNi は, uNi =

ui,1ui,2 · · ·ui,t · · ·ui,N (ただし, ui,t ∈ U , t = 1, 2, · · · , N
であり， i = 1, 2, · · · , qN ) で示される. ブランチ拘束長
K の畳込み符号は q進木で示すことができ, ある情報記

号系列はルートから伸びる１本のパスに対応する. すな

わち, uNi の第 tブランチに対する符号系列は, ui,t の符

号器への入力，および，ui,t−1, ui,t−2, · · · , ui,t−K で定ま
る符号器の状態によって定まる. また，符号化に用いる

1ブランチあたりの通信路の入力アルファベットの数を

vとすると, レート Rは R = 1
v ln qと定義できる.

なお, パス uNi の第 1ブランチから第 nブランチまで

の部分系列を uni で記す. さらに, 第 1ブランチから第

nブランチまでのパス uni に対する符号系列および受信

系列を, それぞれ, xvni および yvnと表し, その第 tブラ

ンチに対する符号系列および受信系列を, それぞれ, xvi,t
および yvt で記すことにする.

3 ベースとなるVLDのアルゴリズム

以下では，qK−1 個のノードごとに複数本のサバイバ

を残していくが，勝ち残ったサバイバの集合をリストと

呼ぶ. VLDを行う [12]のアルゴリズムでは，リストの

サイズは固定でなく，したがって，各ノードに残すサバ

イバの本数に上限は無かった．

3.1 VAを用いたVLDのアルゴリズム

以下に [12]のアルゴリズムを示す．
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レベルK − 1まで, すべてのパスを伸長する．レベル
Kより，K ≤ n ≤ N +K− 1であるレベル n において，
以下の手続き（１）～（３）を繰り返す.

（１）初期条件

レベル n− 1において, qK−1個の状態ごとに，すべて

のパスを保持し，これをリストの初期条件とする．リス

トの要素は長さ n− 1ブランチのパスである.
（２）パス伸長

qK−1個のリストの各々のサバイバに対して, １ブラン

チの伸長を行なう. すなわち, 情報記号列 un−1 に対応

するパスがサバイバとして残っているとしたとき, q 本

のパスを伸長し, un = un−1u , u ∈ U に対するパスの
尤度を計算する.

（３）VLDによるパス選択

レベル nの qK−1の各々のノードに合流するパスの中

で k 番めに尤度の大きいパスを un(k)
1 で表す. 合流す

るすべてのパスに対して, 以下の判定基準により，サバ

イバを決定する．すなわち， mをこのノードに合流す

るパスとしたとき，

Pr(yvn|xvnm )
Pr(yvn|xvn(1))

≥ ∆, ∆ < 1 (1)

であれば, サバイバとする．そうでなければ, 捨てる．合

流するすべてのパスに対して，(1)を繰返して選ばれた

サバイバの集合を，このノードのリストとする.

（アルゴリズム終了）

3.2 サバイバの最大の本数に制約を加えないアルゴリ

ズムに対する評価

以上に示した最大の本数に制限を加えないアルゴリズ

ムに対する評価を，補題 1から補題 3に示す [13]．なお，

q = {q0, q1, · · · , qa−1}を通信路シンボルの入力確率分布
とする.

[補題 1] ランダム符号化を用いることで, Pr(E1)のア

ンサンブルに対する平均誤り確率 EPr(E1)が次式で上

界される．

EPr(E1) ≤
NevRρ1

1− e−v²1 · exp {−Kv [ E1(R,∆) ] } ,

E1(R,∆) = maxD1

∙
Eo(σ1, ρ1,q)− σ1

ln∆

Kv

¸
D1 = {q, 0 ≤ ρ1 ≤ 1, σ1 ≥ 0,

²1 = Eo(σ1, ρ1)− ρ1R > 0.}
Eo(σ, ρ,q)

1 本稿では, レベル n のノードにおいて, 情報記号列 uk
N に対する

尤度を P r(yvn|xvn
k ) と表すのに対し, 尤度が k 番目に大きいパス

の尤度を P r(yvn|xvn
(k)

) と使い分ける. すなわち, (·) はあるノード
でのパスの尤度に対する順位を表す添字である.

= − ln

⎡⎣X
j

ÃX
i

qiP
1−σ
ji

!ÃX
i

qiP
σ/ρ
ji

!ρ⎤⎦
[補題 2] ランダム符号化を用いることで,E[S`ist]のアン

サンブルに対する平均 EE[S`ist] が次式で上界される.

EE[S`ist] ≤
NevR

1− e−v²2 · exp {−Kv [ E2(R,∆) ] }

E2(R,∆) = maxD2

∙
Eo(σ2, 1,q) + σ2

ln∆

Kv

¸
D2 = { q, σ2 ≥ 0,

²2 = Eo(σ2, 1)−R > 0.}

4 保持できるサバイバの本数に制約を設けた

VLDと保持すべきサバイバの本数

前節で示したアルゴリズムの（１）～（３）に加えて，

次の（４）を追加し，保持するパスの本数に制限を加え

たアルゴリズムにする．

（４）サバイバの本数の制限

ノードあたりのサバイバの本数が，eKω + 1本を越え

たら，ランダムにまびいて eKω+1本のサバイバを残す．

すると，リストに含まれるパスの本数がある値を越え

たとき，(4)の手続きで正しいパスが捨てられてしまう

場合が生じる．しかし，リストに含まれるパスの本数が

ある値より大きくなる確率が復号誤り確率に対して，十

分小さく抑えられれば，サバイバが保持すべき誤りパス

の本数を有限におさえてもかまわない．

そこで，誤り指数を劣化させない意味で，このことを

満たすような ωの値を明らかにし，ノードあたりで保持

するサバイバの本数の上限を設けてもアルゴリズムを劣

化させないことを明らかにしたい．

4.1 正しいパスが合流するノードに eKw本以上のパス

がリストとして残る確率

正しいパス uN0 に対するレベル nまでの符号系列 xvn0

とし，レベル nで合流する誤りパスの集合を Aとする．

このとき，誤りパス i ∈ Aがリストに含まれるときに 1，

そうでないときに 0になるようなインジケータ ϕ(yvn, i)

を導入する．すると，

ϕ(yvn, i) =

(
1 :

Pr(yvn|xvn
i )

Pr(yvn|xvn
0 ) ≥ ∆

0 : それ以外.

である．

次に，レベル nのノードでリストに残るパスが eKvω

本を越える確率 Pover,n(u
N
0 ) の上界を求めよう．誤りパ

ス i ∈ Aがリストに含まれるとき，ϕ(yvn, i) = 1 であ

るから，

Pover,n(u
N
0 )



= Pr
£
i ∈ Aのパスでリストに含まれる本数 ≥ eKvω

¤
≤ Pr

"X
i∈A

ϕ(yvn, i) ≥ eKvω
#
． (2)

ここで，ϕ(yvn, i)に対しチャーノフ上界を用いると，

ϕ(yvn, i) ≤
µ
Pr(yvn|xvni )
Pr(yvn|xvn0 )

∆−1

¶α
, α ≥ 0

が成り立つ．よって，式 (2)は，

≤ Pr
"X
i∈A

µ
Pr(yvn|xvni )
Pr(yvn|xvn0 )

∆−1

¶α
≥ eKvω

#
(3)

で押えられる．さらに，次のインジケータ φ(yvn)を考

える．

φ(yvn) =

⎧⎨⎩ 1 :
P

i∈A

³
Pr(yvn|xvn

i )
Pr(yvn|xvn

0 )∆
−1
´α
≥ eKvω

0 : それ以外.

すると，

Pover,n(u
N
0 ) ≤

X
yvn

Pr(yvn|xvn0 )φ(y
vn) (4)

であるから，再度，インジケータをチャーノフ上界で押

えることで次式が得られる．

≤
X
yvn

Pr(yvn|xvn0 )

·
"X
i∈A

µ
Pr(yvn|xvni )
Pr(yvn|xvn0 )

∆−1

¶σ/ρ
e−Kvω

#ρ
= e−Kv[ρω+σ ln∆

Kv ]

·
X
yvn

Pr(yvn|xvn0 )
1−σ

"X
i∈A

Pr(yvn|xvn0 )
σ/ρ

#ρ
(5)

ただし，α = σ/ρ, σ ≥ 0, ρ ≥ 0 とおいた．ここで，

0 ≤ ρ ≤ 1と制約をつけ，式 (5)にランダム符号化を施

すと，次の補題が成り立つ2.

[補題 3] ランダム符号化を用いることで，正しいパス

が合流するノードに eKw 本以上のパスが残る確率のア

ンサンブルに対する平均 EPover,n が次式で上界される．

EPover,n ≤
evRρ

1− e−v² exp {−Kv [Eover(R,∆,ω)]}

Eover(R,∆,ω) = maxD

∙
Eo(σ, ρ) + σ

ln∆

Kv
+ ρω

¸
D = {q,σ ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ 1,

Eo(σ, ρ)− ρR > 0.} (6)

したがって，Eover(R,∆,ω)の値が大きければ，ノード

に残るサバイバの本数が eKvω を越える確率は小さくな

2 式 (5) の第 2 項にランダム符号化を施す手法は，[3][12] と全く同

様である．

る．また，ωの値が大きければ，Eover(R,∆,ω)の値が

大きくなる．さらに，リスト復号であるから ∆ < 1で

あり，ln∆が負の値であることに注意すると，∆の値が

小さいほど Eover(R,∆,ω)の値は小さくなる．

4.2 保持すべきリストサイズ eKvw

前節のアルゴリズムの (4)の手続きでは，「リストサイ

ズに制限を加えたアルゴリズム」を示した．この手続き

を加えることにより，正しいパスが捨てられる事象が生

じる．しかし，この事象は，リストに残るパスの本数が

その制限 eKvw を越えないと生じないので，リストに残

るパスの本数が eKvw を越える確率で上界ができる．そ

こで，「リストサイズに制限を加えないアルゴリズム」と，

「制限を加えたアルゴリズム」で，同等の復号誤り確率

を達成できるためには，式 (2)式の右辺と式 (6)式の指

数部が同等になるように w を決めてやればよい．した

がって，両者を比較すると，

Eover(R,∆,ω) ≥ E1(R,∆) (7)

であることが必要である．この条件を満たしていれば，

誤り指数は依然として，(2)式の指数部となり，リスト

サイズに制限を加えても，リスト復号誤り確率に影響を

及ぼさない．

以上は，正しいパスが合流するノードにおける議論で

ある．しかし，復号のアルゴリズムにおいては，正しい

パスがどのノードにあるかは知り得ない．したがって，

qK−1 のノードすべてにおいて保持すべきサバイバの本

数の上限が eKvw 本となる．また，正しいパスが合流し

ないノードにおいては，残すサバイバの本数に制限をお

いても，復号誤り確率を増加させることはない．したがっ

て，次の定理を得る．

[定理 1]手続き (4)において，各ノードあたりのサバ

イバの本数の制限 eKvω に対し，

Eover(R,∆,ω) ≥ E1(R,∆) (8)

を満たすようにwを定める．すると，この手続きを加え

ても，誤り指数を劣化させない意味でリスト復号誤りの

確率に影響を及ぼさない．

5 強雑音通信路における数値例

一般の通信路で，式 (8)の条件を陽に求めることは難

しいと思われる．そこで，以下では，強雑音通信路 (Very

Noisey Channel:VNC)を仮定して，数値例を与える．

VLDでは，しきい値の大小に対し，正しいパスをリス

トから外してしまう確率と多くの正しくないパスをリス

トに含めてしまう確率にはトレードオフの関係がある．
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図 1: ev`d(R)を達成するために必要な ω の値

もし，しきい値を無造作に小さくとってしまえば，正し

いパスはリストから漏れにくいかもしれないが，リスト

に残る誤りパスの平均本数は莫大な数となる．そこでこ

こでは，[4]に従い，リストに残る誤りパスの平均本数

E[S`ist]を拘束長Kが増えるとともに任意に小さくでき

ることを条件に最も小さいしきい値を設定し，リスト復

号誤り確率に対する誤り指数が最も大きい値 ev`d(R)と

なる場合の例を与えよう．VNCでは，

Eo(σ, ρ) = σ

½
2− σ

µ
1 +

1

ρ

¶¾
C

evld(R) = maxD
[Eo(σ, ρ) + σ · θ(R)]

θ(R) =
2R

C −
p
C(C − 2R)

C,

0 ≤ R < C

2
= Rcomp. (9)

が成り立つ．これらより ωの数値計算結果を求めると図

1のようになる．この結果を文献 [13]における ev`d(R)

のグラフと比較してみる．すると，レートが 0 に近く

ev`d(R)が大きな値を得ているときには ωの値も大きな

値が必要となる．この領域からレートを増加させると

ev`d(R)の値は減少するが，ω の値もともに減少するこ

とがわかる．

6 まとめ

畳込み符号におけるリストサイズが確率変数であるリ

スト復号器においては，リストサイズの大きさに制限は

設けていなかった．本論文では，このアルゴリズムが持

つ復号誤り確率に応じて，一定数以上のリストサイズ，

すなわち一定以上の本数のサバイバを保持すれば十分で

あることを，ランダム符号化を用いて明らかにした．
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