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木符号におけるリスト復号法を用いた判定帰還方式について
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あらまし リスト復号を用いる一般化Viterbiアルゴリズム（GVA）は，復号拘束長を大きくしたときの漸近
的な有効性について，よく知られている．本論文では，リスト復号器を用いた新しい判定帰還を提案し，サバイ
バを複数本選ぶことが判定帰還においても有効であることを，木符号に対するランダム符号化とシミュレーショ
ンにより示す．特に，ランダム符号化による結果は，GVAが低レートで Viterbiアルゴリズム（VA）による誤
り指数よりも大きな値をとり得ることと同様，提案する GVAに基づく判定帰還方式が従来の VAに基づく判定
帰還方式の誤り指数の下界を改善するという類似な結果が得られる．

キーワード リスト復号法，一般化 Viterbi復号法，ランダム符号化，帰還誤り指数，判定帰還方式（ARQ

方式）

1. ま えが き

一般化Viterbiアルゴリズム（GVA）は後述する二

つの点から Viterbiアルゴリズム（VA）を一般化して

おり，木符号を用いたときの符号化定理が与えられて

いる [1]．そして，トレリス符号に対して VAを用いた

ときと比べ，低レートで誤り指数を大きくできる木符

号の存在が示されている．一方，判定帰還（ARQ）方

式では，最ゆうの符号語をそのまま出力する復号器と

比較すると，同等の復号器の複雑さで更に低い復号誤

り確率が得られることが，ブロック符号の帰還誤り指

数（ feedback exponent）[5]で示される．

本研究では，固定されたリストサイズによるリスト

復号によって選ばれたリストの中に，実際に送信され

たメッセージが含まれているかどうかを判定する基準

を提案し，信頼度が低ければ再送を行う方式を考える．

この問題設定を，直ちに判定帰還方式に用いることは

できないが，リスト復号器を中間段階で用いる GVA

に適用することで，GVAを用いた新しい判定帰還方
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式とその判定規準を提案する．そして，このときに与

えられる符号化定理を，木符号に対する解析手法 [1]，

帰還誤り指数の考え方 [5]，及び，T. Hashimotoによ

る解析手法 [4]を用いて導出する．その結果，この方

式が判定帰還を行わない GVAと同様，低レートで，

VAを用いた判定帰還方式（VA-ARQ）よりも大きい

誤り指数をとる通信路の例を示す．なお，定理の導出

にあたり，通信路は離散的無記憶を仮定し，帰還通信

路に誤りは生じないものとする．また，提案する方式

に対し，具体的な符号を与え，白色ガウス雑音の加わ

る通信路において，計算機シミュレーションを行う．

2. 従来の研究について

2. 1 GVAとリスト復号法 [1]

畳込み符号を対象に考えると，GVAでは VAに対

して，以下の 2点を一般化している．

（ 1） 復号化の拘束長は，符号化の拘束長よりも短

くてよいこと．

（ 2） 各々のノードで行うパス選択では，生き残り

パスを複数本を選ぶことが可能なこと．

以上の手続きを繰り返した後，VAと同様，既知シ

ンボルの入力によってトレリスを終端する．このとき，

生き残りパスが複数本残るので，更にチェックテイル

を適宜付加して，パスを 1本に決める．

GVAは，最終的に一つの情報記号列（メッセージ）

を出力する．しかし，ノードごとに複数本のサバイバ
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を残していくため，長さ N の情報記号列 uN に対す

る復号誤り確率 Pe(u
N ) の上界は，

Pe(u
N) <= Pea(u

N) + Peb(u
N ),

Pea(u
N ) =［任意のノードにおけるパス選択で，

正しいパス uNが，リストに入らない確率］，

Peb(u
N ) =［チェックテイルでのパス選択で，

正しいパスが選ばれない確率］

である．ここで，Pea(u
N )はリスト復号の復号誤り確

率であることに注意する．チェックテイルを適宜付加

すると，Peb(u
N ) を Pea(u

N ) に比べて十分小さくで

きる．

主要な通信路でリスト復号の復号誤り確率上界の指

数部に注目すると，推定した符号語をただ一つだけ出

力する復号器にくらべて，低レートで指数部の値を改

善していることが多く，このような場合に GVAは優

れた性能をもつ．

2. 2 帰還誤り指数の解析

Forney [5]では帰還誤り指数を定義し，ブロック符号

を用いた場合の判定帰還における符号化定理を示した．

畳込み符号や木符号を用いた場合には，[3], [4], [8]～ [10]

などの研究がある．畳込み符号や木符号では，ランダ

ム符号を用いても，すべての符号化系列が独立でない

ため，解析上，厳しい制約が加えられる．このため，

判定帰還に同じ判定規準を用いたもとでも，ブロック

符号と同様の解析が行えないことがある．しかしなが

ら，[4]では，[3]で求められている誤り指数を大きく改

善する手法を畳込み符号に対して示している．そこで

本論文では，符号語が互いに独立でない判定帰還方式

を対象に解析された手法の中で，大きな誤り指数を得

ている [4]と同様な解析手法を用いる．

3. 提案アルゴリズム

3. 1 準 備

以下では入力アルファベット A = {0, 1, · · · , a−1}，
出力アルファベット B = {0, 1, · · · , b − 1} の離散
無記憶通信路 P = {Pij , j ∈ A, i ∈ B} を仮
定し，送信される情報記号系列（メッセージ）を

uN で表す．uN は，符号器へ入力される q 元ア

ルファベット U = {0, 1, · · · , q − 1} からなる長さ
N の系列である．したがって，ある情報記号系列

ui
N は，ui

N = ui,1ui,2 · · · · · ·ui,t · · ·ui,N，ただし，
ui,t ∈ U , t = 1, 2, · · · , N, i = 1, 2, · · · , qN で示され

る．木符号は，図 1のように q 進木で示すことがで

き，ある情報記号系列はルートから伸びる 1本のパス

に対応する．すなわち，ui
N の第 tブランチは，ui,t

に対して符号化が行われている．符号化に用いる 1ブ

ランチあたりの通信路の入力アルファベットの数を v

とすると，レート R は，R = 1
v
ln q と定義できる．

なお，パス ui
N の第 1ブランチから第 nブランチ

までの部分系列を ui
n で記す．また，第 1ブランチか

ら第 n ブランチまでのパス ui
n を情報系列とする符

号系列及び受信系列を，それぞれ，xvni 及び yvn と

表し，その第 tブランチに対する符号系列及び受信系

列を，それぞれ，xvi,t 及び yvt で記すことにする．

更に，GVAの復号拘束長を L ブランチ，チェック

テイルの長さを T ブランチで表す．GVAでは，qL−1

個の状態ごとにサバイバを残していく．このとき，一

つのノードにおいて残されるサバイバは S (S >= 1) 本

である．この S 本のサバイバの集合をリストと呼ぶ

ことにする．

3. 2 アルゴリズム

GVAと同様，以下に示すアルゴリズムでは，（ 1）～

（ 4）の再帰手続きと，チェックテイルにおけるパス選

択とに分かれる．（ 1）～（ 3）は，[1]と同じ GVAの手

続きである．本アルゴリズムでは，ARQの再送要求

を出すために（ 4）の手続きを加える．（ 4）の手続き

は Viterbiアルゴリズムを用いた ARQ [3]において，

サバイバにラベルづけを行う手続きと似ているが，本

アルゴリズムでは，[3]とは異なる判定基準を用いてい

る（注 1）．

本論文で提案するアルゴリズムを [1]と同様，次の

ように示す．

[再帰手続き]レベル L まで，すべてのパスを伸

長し，そのラベルを Acceptとおく．そして，レベル

n (L <= n <= N) に対して以下の手続きを繰り返す．

（ 1） 初期条件

レベル n − 1 において，qL−1 個の状態ごとにリス

トが保持されているとする．リストの要素は，長さ

n − 1ブランチの S 本のサバイバである．

（注 1）： [3]では，VAの各ノードごとに，最大ゆう度のパスと 2番目
にゆう度の大きいパスのゆう度比を計算してしきい値と比べ，最大ゆう
度のパスに Acceptか Rejectのラベルづけを行っている．VAをリストサ
イズが 1の復号器と見れば，ここで提案している判定基準は，その一般
化とも見れる．すなわち，両者の共通のねらいは，各ノードにおける復
号誤りを帰還通信路を用いて減少させることである．しかし，[3]のアル
ゴリズムでは，トレリス全体のパスの中から，必ず最大ゆう度と 2番目
のパスの比較を行うのに対し，提案アルゴリズムは簡略アルゴリズムの
GVAをベースとしている点で異なる．
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図 1 木符号の例 (q = 2)

Fig. 1 Example of tree codes (q = 2).

（ 2） パス伸長

qL−1 個のリストの各々のサバイバに対して，1ブ

ランチの伸長を行う．すなわち，情報記号列 un−1 に

対応するパスがサバイバとして残っているとしたとき，

q 本のパスを伸長し，un = un−1u, u ∈ U に対する
パスのゆう度を計算する．

（ 3） パス選択

レベル n の qL−1 の各々のノードにおいて，qS 本

のパスから，ゆう度の大きい順に S 本のパスをリス

トとする．

（ 4） サバイバの信頼度の判定

あるノードにおけるリスト Lをゆう度の大きい順に

L =
{
un(1), u

n
(2), · · · , un(S)

}
で表し，同じノードの S +1 番めにゆう度の大きいパ

スを un(S+1)
（注 2）で表す．このとき，リストを構成する

すべてのサバイバに対して，以下の判定基準によりラ

ベルを更新する．

P r(yvn|xvn(1))
P r(yvn|xvn

(S+1)
)

<= ∆, ∆ >= 1 (1)

であれば，リストに含まれるすべてのパス un(i), i =

1, 2, · · · , S に対し Rejectのラベルをつける．そうで

なければ，un(i), i = 1, 2, · · · , S に対し Acceptのラベ

ルをつける．ただし，一度Rejectとなったサバイバの

ラベルは Rejectのままとする（図 2参照）．すべての

ノードにおいてすべてのパスが Rejectであれば，最初

のブランチから再送要求を行う．

[チェックテイルにおけるパス選択]

長さ L− 1 の既知シンボルの列 uL−1 ∈ UL−1 によ

り，再び上記（ 1）～（ 4）を用いてサバイバを S 本

図 2 信頼度の判定 (q = 2, S = 2)

Fig. 2 Testing the list of survivors (q = 2, S = 2).

に絞る．更に，T − (L − 1) の既知シンボルの入力を

し，S 本のサバイバより，最終的に 1本のパスを選択

する．このときに選ばれたパスのラベルが Accceptで

あれば復号成功として，このパスを復号，Rejectであ

れば最初のブランチから再送要求を行う．

各々のノードで選ばれる各リストは，一般には，Ac-

ceptのパスとRejectのパスの両方から構成される．あ

るレベルのあるノードで選ばれたリストは，このノー

ドで最もゆう度の大きいパスと，このノードにおける

パス選択によって捨てられることが決定した S +1 番

目に大きいパスのゆう度比によって，その信頼度が (1)

により判定される．そして，ゆう度比（式 (1)左辺）

がしきい値 ∆ を越えれば，1ブランチ前のレベルで

Acceptであったパスは Acceptになり，Rejectであっ

たパスは，そのままRejectとなる．もし，しきい値 ∆

を越えなかった場合，そのノードのリストに残ったす

べてのパスが Rejectになる．

4. ランダム符号化による評価

4. 1 準 備

実際に送信された情報記号列が u0
N のとき，次の

確率を定義する．

Px(u0
N) =［再送要求がおきる確率］

Pe(u0
N ) =［復号誤りがおきる確率］

Pea(u0
N) =［レベル N + L − 1 で作られる S 本

のリストから u0
N が外れる確率］

Peb(u0
N ) =［レベル N + T において，S 本のリ

ストからパスを 1本に絞ったとき，u0
N が選ばれない

（注 2）：本論文では，レベル n のノードにおいて，情報記号列 uk
N

に対するゆう度を Pr(yvn|xvn
k

) と表すのに対し，ゆう度が k 番目に
大きいパスのゆう度を Pr(yvn|xvn

(k)
) と使い分ける．すなわち，(·)

はあるノードでのパスのゆう度に対する順位を表す添字である．
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確率］

また，これらの確率を P∗(uN )で表したとき，すべ

てのメッセージに対する平均を

P∗
def
=

1

qN

∑
uN

P∗(u
N )

と表すことにする．ただし，∗ ∈ {x, e, ea, eb}．更に，
Forney [5]に習い，

P r(E1) = Px + Pe

P r(E2) = Pe

と定義する．このとき，以下が成り立つ．

P r(E1) <= P (E1a) + P (E1b)

P r(E2) <= Pea + Peb

ここで，P (E1a), P (E1b) は，

P (E1a) <=
1

qN

∑
u0N

N+L−1∑
n=L

PE1a,n(u0
N),

PE1a,n(u0
N) = P r

[
レベル nのノードで，

P r(yvn|xvn0 )

P r(yvn|xvn
(S+1)

)
<= ∆

]
,

P (E1b) <=
1

qN

∑
u0N

PE1b(u0
N ),

PE1b(u0
N )

<= P r

[
レベル N + Tのノードで，ある

i |= 0に対し，
P r(yv(N+T )|xv(N+T )

i )

P r(yv(N+T )|xv(N+T )
0 )

>= 1

]

である．P (E1a)は，レベル Lからレベル N +L− 1

までの間に，再送要求または復号誤りがおきる確率で

ある．この確率は，正しいパスと S + 1 番目のパス

のゆう度比が，しきい値 ∆ をこえない確率で上界で

きる．また，P (E1b) は，レベル N + L − 1 で正し

いパスが Acceptで残っている場合に，レベル N + T

で再送要求または復号誤りのおきる確率である（注 3）．

Pea, Peb についても，

Pea <=
1

qN

∑
u0N

N+L−1∑
n=L

Pea,n(u0
N ),

Pea,n(u0
N ) = P r

[
レベル nのノードで，

P r(yvn|xvn(S+1))

P r(yvn|xvn0 )
> ∆

]
,

Peb <=
1

qN

∑
u0N

Peb(u0
N)

Peb(u0
N )

<= P r

[
レベル N + Tのノードで，ある

i |= 0に対し，
P r(yv(N+T )|xv(N+T )

i )

P r(yv(N+T )|xv(N+T )
0 )

>= 1

]

が成り立つ．Peb も，レベル N + T におけるパス選

択の復号誤り確率であるから，P (E1b) と同様に上界

ができる（注 4）．

4. 2 主要な結果

提案アルゴリズムに対し，ランダム符号化を用いた

評価結果を以下の補題に示す．はじめに，補題 1及び

補題 2で，アンサンブルに対する P (E1a) と Pea の

平均の上界を示す．次に，チェックテイルの長さをあ

る程度とれば，P r(E1) 及び P r(E2) は，P (E1a) 及

び Pea が支配することを [1]の結果を用いて示す．最

後にこれらより，[3]～[5]と同様，帰還誤り指数を求め

て定理に示す．なお，q = {q0, q1, · · · , qa−1} を通信
路シンボルの入力確率分布とする．

［補題1］ランダムな木符号を用いることで，P (E1a)

のアンサンブルに対する平均 EP (E1a) が次式で上界

される．ここで，S はリストサイズである．

EP (E1a)

<=
NS!evSRρx

(1− e−vεx)S

· exp
{
−Lv

[
Eo(S, σx, ρx, q)− σx

S ln∆

Lv

]}
0 <= ρx <= 1, σx >= 0,

εx = Eo(S, σx, ρx, q)− SρxR > 0 (2)

（注 3）：したがって，P (E1b) は，正しいパスのゆう度がレベル N +T

において，比較されるどれかのパスのゆう度より小さくなる確率で上界
できる．レベル N + T で誤りパスのゆう度が正しいパスより大きいと
き，誤りパスのラベルが Rejectなら再送要求，Acceptなら復号誤りとな
る．
（注 4）：より正確には，誤りパスのゆう度が正しいパスのゆう度より大
きく，しかも，ラベルが Acceptのときに限り復号誤りとなるが，このよ
うに上界として用いることは可能である．
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Eo(S, σx, ρx, q)

= − ln

[∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−Sσx
ji

)

·
(∑
k∈A

qkP
σx/ρx

jk

)Sρx
]

(3)

（証明） 付録参照．

［補題 2］ ランダムな木符号を用いることで，Pea

のアンサンブルに対する平均 EPea が次式で上界さ

れる．

EPea

<=
NS!evSRρe

(1− e−vεe)S

· exp
{
−Lv

[
Eo(S, σe, ρe, q) + σe

S ln∆

Lv

]}
0 <= ρe <= 1, σe >= 0,

εe = Eo(S, σe, ρe, q)− SρeR > 0 (4)

（証明） 付録参照．

次に，チェックテイルをある程度とれば，P (E1b) 及

び Peb が無視できることを示そう．はじめに，Peb に

注目する．補題 3に [1]で得られた結果を示す．

［補題 3］ ランダムな木符号を用いることで，Peb

のアンサンブルに対する平均 EPeb が次式で上界さ

れる．

EPeb <=
evRρ

′

1− e−vε′
· exp

[
−v(T + 1)Eo(ρ

′, q)
]

0 <= ρ′ <= 1, ε′ = Eo(ρ
′, q)− ρ′R > 0 (5)

Eo(ρ
′, q)

= − ln


∑
k∈B

(∑
j∈A

qjP
1

1+ρ′
kj

)1+ρ′

 (6)

（証明）[1] p.875, A-9参照．

そこで，補題 2，補題 3より，チェックテイルの長

さを

T >=

[
Eo(S, σe, ρe, q) + σe

S ln ∆
Lv

Eo(ρ′, q)

]
L − 1 (7)

としてやれば，全体の復号誤り確率 P r(E2) は，Pea

の指数部 Eo(S, σe, ρe, q) + σe
S ln ∆
Lv

によって漸近的

に支配される．

P (E1b)も補題 3式 (5)の右辺で上界できる（（注 3）

参照）．したがって，同様に，補題 1と比較すればよ

い．しかし，判定帰還では，P (E1a) に対して Pea が

十分小さくとられる．したがって，(7)の条件により，

P (E1a) 及び Pea の指数部が，P r(E1) 及び P r(E2)

を支配する．

また，次の補題が [4]と同様に導かれる．

［補題 4］ 次式を同時に満たす木符号が存在する．

P r(E1) <= 2EP r(E1),

P r(E2) <= 2EP r(E2) (8)

（証明）付録Ap.4参照

以上より，提案アルゴリズムに対し，[5]の定義に基

づく，帰還誤り指数を求めてみよう．

まず，− 1
vL

lnP r(E1) → 0(L → ∞)として，S ln ∆
Lv

の上界を求め，次に σe, ρe を最適化し，漸近的に達

成することが可能なリストサイズ S のリスト復号器

を用いたときの帰還誤り指数 e
(S)
1 (R) を求める．すな

わち，

e
(S)
1 (R) = max

q,σe,ρe∈D2

{
Eo(S, σe, ρe, q)

+σe max
q,σx,ρx∈D1

[
Eo(S, σx, ρx, q)

σx

]}
(9)

D1 = {0 <= ρx <= 1, σx >= 0,

εx = Eo(S, σx, ρx, q)− SρxR > 0} (10)

D2 = {0 <= ρe <= 1, σe >= 0,

εe = Eo(S, σe, ρe, q)− SρeR > 0} (11)

ここで

e
(S)
F (R)

def
= max

q,σx,ρx∈D1

Eo(S, σx, ρx, q)

σx
(12)

と定義する（注 5）．Eo(S, σx, ρx, q) は，σx に対して

上に凸な関数であるので，Eo(S,σx,ρx,q)

σx
の上界は，

ρx = νσx とおけば，

e
(S)
F (R) = lim

σx→0

Eo(S, σx, νσx, q)

σx
(13)

Eo(S, σx, νσx, q)

σx
− νSR > 0 (14)

（注 5）：S = 1 とおいたとき，e(S)
F

(R) は，Forneyのブロック符号
における帰還誤り指数と連接構造をなす誤り指数 eF (R)，[4]p.568，式
(11)と一致するので，このような定義を用いたが物理的な意味は特にも
たない．
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で得られる．そこで [5] と同様，ロピタルの定理を

用い，

EoF (S, ν,q)
def
= lim
σx→0

Eo(S, σx, νσx, q)

σx
(15)

=
∂

∂σx
Eo(S, σx, νσx, q)|σx=0 (16)

を求めて次の定理を得る．

［定理］ 提案アルゴリズムに対し，帰還誤り指数の

下界 e
(S)
1 (R) は，

e
(S)
1 (R) = max

q,σe,ρe∈D2

{
Eo(S, σe, ρe, q)

+σe · e
(S)
F (R)

}
, (17)

e
(S)
F (R) = max

q,ν∈D3
EoF (S, ν, q), (18)

D3 = {EoF (S, ν,q)− νSR > 0, ν > 0} (19)

EoF (S, ν,q)

= S
∑
k∈B

∑
j∈A

qjPkj ln

[
P

1/ν
kj∑

j∈A qjPkj
1/ν

]ν
(20)

で与えられる（注 6）．

残念ながら，一般の離散無記憶通信路においては，

e
(S)
1 (R) をこれ以上，簡単に表現することはできない．

そこで，強雑音通信路（例えば [13], [14]などを参照）

において，S に対する e
(S)
1 (R)を計算する．q を最適

化して得られる通信路容量 C の強雑音通信路を仮定

すると，

Eo(S, σe, ρe, q) = Sσe

[
2− Sσe

(
1 +

1

Sρe

)]
C

(21)

EoF (S, ν,q) = S
(
2− 1

ν

)
C (22)

e
(S)
F (R) = S

(
1 +

√
1− R

C

)
C (23)

であるので，これより，e
(S)
1 (R) を数値計算すると，

図 3に示したようになる．同様に，q =
{

1
2
, 1

2

}
，誤り

確率 p
def
= P01 = P10 = 0.01 の 2元対称通信路におい

て，式 (17)を計算すると，誤り指数の下界は図 4に示

すとおりである．

それぞれの図で，S = 1 のとき，誤り指数は [4]で

求められた VA-ARQ [3]の誤り指数の下界に一致す

る．これは [1]で得られた判定帰還を行わない GVA

図 3 VNCにおける帰還誤り指数
Fig. 3 Exponents on VNC.

及び VAの関係と双対な結果である．更に，同じグラ

フの上で，eF (R)（注 7）と e
(S)
1 (R) を比較してみた（注 8）．

すると，S >= 2 に対して，eF (R) よりも e
(S)
1 (R) が

大きな値をもつレートが存在することがわかる．

4. 3 リスト復号器を用いることによる計算量の増

加について

各々のレベルで，qL−1 のノードで S + 1 本のパス

を選び出すために必要なパスの比較回数 χGVA(L, S)

は，バブルソートを用いたとしても，χGVA(L, S) <=
qL(S + 1) である．一方，ブランチ拘束長を K とし

たとき，VAにおける qK−1 のノードで必要なパスの

比較回数 χV A(K) は，χV A(K) = qK である．いま，

GVA及び VAを用いた方式に対して，その真の誤り指

数を，それぞれ，e
(S)∗
GVA(R), e∗V A(R) と書くと，両者

（注 6）：定理において，ν > 0 を ν > 1 と制約を厳しくしても，
e
(S)
F

(R) の上界は変わらない [4]．また，S = 1 としたとき，e(S)
1

(R),

e
(S)
F

(R), EoF (S, ν, q), Eo(S, σe, ρe, q) は，文献 [4]において，そ
れぞれ，p.571 Corollary 2の e1(R, p), p.568式 (13)の eF (R, p),

p.568式 (9)の EFo(σ, p), p.568式 (8)の Eo(s, ρ, p) に一致する．
（注 7）： [4]では，VA-ARQ [3]で使われた判定基準をブロック符号に
用いたとき，通信路を限定するが，Forneyのブロック符号の帰還誤り指
数を達成できることを示している．しかし，残念ながら，同様の解析を
VA-ARQ [3]そのものには適用できない．今回の結果は，VA-ARQ [3]

の誤り指数の下界が eF (R) を達成することが示せたとしても，リスト
復号器とその判定基準を用いることで，eF (R) を更に改善できる通信
路の例を示している．なお，最近，[3]の判定基準でなく，[16]，及び，サ
バイバの事後確率に判定基準をとった VA-ARQに対する解析結果が報
告されている [17]．
（注 8）： [1]では，VAの誤り指数上界が既知なので，GVAの誤り指数
下界と比較し，GVAの誤り指数があるレートで VAより真に大きいこ
とを示している．これに対し，本論文では，VA-ARQ [3]の帰還誤り指
数の上界が未知であるため，誤り指数の下界どうしでしか比較を行って
いない．VA-ARQ [3]の誤り指数の上界が明らかになれば，本論文で提
案した方式の誤り指数の下界と比較が真に可能となるが，その導出はむ
ずかしいと思われ，本論文では提案した方式の誤り指数の下界の導出の
みにとどめる．
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図 4 BSC(0.01)における帰還誤り指数
Fig. 4 Exponents on BSC (p = 0.01).

が同等の誤り確率を得るためには，指数部を比較して，

L

K
=

e∗V A(R)

e
(S)∗
GVA(R)

このとき，計算量の比をとると，

χGVA(L, S)

χV A(K)
<= q

−L{(
e
(S)∗
GV A

(R)

e∗
V A

(R)
−1)− logq S+1

L
}

であるから，e
(S)∗
GVA(R) > e∗V A(R) であるレートでは，

L が十分大きいとき，GVAを用いた方式が同じ誤り

確率を達成するために必要な計算量は小さくなる（注 9）．

5. シミュレーションによる評価

2 元入力の加法的白色ガウス雑音（AWGN）通信

路において，情報シンボルあたりの SN 比 2.0 dB,

N = 32，符号器 g1 = [533, 533, 676, 737, 355, 3]8,

g2 = [733, 533, 676, 737, 355, 3]8（符号器のブランチ

拘束長 48）である R = 1/2 の畳込み符号 [12]により

シミュレーションを行った．結果を図 5～7に示す．図

中の各点はしきい値とチェックテイルの長さを変えて

シミュレーションを行い，チェックテイルの長さは復

号誤り確率に対して，最も実効レートを大きくする値

を選んでいる．なお，実効レートは（復号したシンボ

ル数）/（送信したシンボル数）と定義する．

図 5では，L = 4 と固定し，S の増加とともにリス

ト復号誤りの減少を確認した．図 6では L = 4 とし，

適当な長さのチェックテイルを付加して最終的に選ば

れたパスの誤り確率と実効レートに対する評価を行っ

た．図 7では，L を一定ではなく，各時点で選択する

サバイバの本数を一定にして，誤り確率と実効レート

の関係を調べた．図 6において，リスト復号器のリス

図 5 シミュレーション Px(u
N ) と Pea(u

N ) の関係
Fig. 5 Simulation results, Px(u

N ) VS Pea(u
N ).

図 6 シミュレーション実効レートと Pe(u
N ) の関係

Fig. 6 Simulation results, actual rate VS Pea(u
N ).

トサイズを増やしたとき，チェックテイルを余分に付

加しても，なお，誤り確率に対する実効レートの改善

がなされている．図 7では，各ノードにおけるパスの

比較回数を一定にしている．L = 5, S = 1に対し，パ

スの比較回数を同じにするため復号拘束長を短くとっ

た L = 4, S = 2 が優れている結果が得られた．し

かしながら，L = 4, S = 2 に対し，前者と同様に復

号拘束長を短くとった L = 3, S = 4 との比較を行

うと，その差は前者と比べ非常に小さくなった．した

がって，具体的符号を与えた場合でも，同じ計算量の

リスト復号器とその判定基準により S を適当に選べ

ば，パフォーマンスが向上する領域が存在することが

明らかになった．

ここで示した結果は，前章で示したランダム符号化

（注 9）：（注 8）と同様である．

73



電子情報通信学会論文誌 2000/1 Vol. J83–A No. 1

図 7 シミュレーション実効レートと Pe(u
N ) の関係

Fig. 7 An Example of competition set (CS).

と必ずしも同じ仮定をとらないが，提案したリスト復

号器を用いた判定帰還方式の有効性がシミュレーショ

ンによっても確認できた．

6. む す び

従来，リスト復号器を用いて，サバイバを複数本選

んでおくことが，木符号，畳込み符号の復号に漸近的

に有効であることが示されていた [1]．本論文では，リ

スト復号誤りの確率をリスト復号に対する判定基準を

設けることで小さくおさえ，選ばれたリストの中から，

GVAと同様，チェックテイルを付加して最終的に 1本

のパスを出力する判定帰還を提案した．この方式が有

効であることを，

（ 1） GVAにおけるリスト復号誤りに対して再送

要求を行う判定基準を新しく提案し，アルゴリズムを

示したこと．

（ 2） 木符号など，構造をもつ符号化に適用可能な

ランダム符号化の解析手法の中で，VA-ARQ [3]に対

して最も大きい帰還誤り指数を得る手法に準じて提案

アルゴリズムを解析したこと．

（ 3） その結果，例にあげた通信路において，低

レートでリストサイズを大きくすると，eF (R) や [4]

に示されたVA-ARQ [3]の誤り指数の下界を改善でき

る通信路の例を示したこと（注 10）．

（ 4） 具体的符号化を与えてシミュレーションを行っ

た結果，適当なリストサイズに対して提案した方式の

有効性が確認されたこと．

の手順で明らかにした．誤り指数で得られた結果に対

しては，GVAが低レートで VAの誤り指数よりも大

きな値をとり得ること [1]と相似な結果が，判定帰還

の場合にも成り立つことを，提案した方式に対する帰

還誤り指数で示すことができた．

GVAの特徴として，いったん，誤りが生じると，こ

れがバースト的な誤りを引き起こす傾向があることが

知られている．本論文では，誤り指数による漸近的特

性及びシミュレーションによる評価で提案した方式の

有効性を示したが，より実際的なシステムを想定した

場合の評価については，今後の課題としたい．
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付 録

付録では，主に補題 1について [4]及び [1]に沿った

導出を示す．しかしながら，[4]が [3]の判定基準を用い

た場合の評価であるのに対し，本論文では提案した判

定基準を用いている．また，リスト復号器をランダム

な木符号に対して用いる点で [1]と同じであるが，付

録では判定帰還方式に対する評価を行うため，提案し

た判定基準に対する P r(E1a) の上界を算出している．

なお，[4]では，復号誤り確率に対してブロック符号

を用いたときに利用できる厳しい評価法を得ているが，

本論文においては適用できず，ユニオン上界を算出す

るのみとなっている．これは [4]において畳込み符号

を用いた場合と同様である．しかしながら，本論文で

は，知られている畳込み符号の帰還誤り指数の下界よ

り大きな値を得ることができている．

Ap.1 補題 1の証明

P (E1a) <=
1

qN

∑
u0N

N+L−1∑
n=L

PE1a,n(u0
N ) (A·1)

であるから，はじめに PE1a,n(u0
N ) を評価する．

A を正しいパス u0
n を含まない任意の S 本のパス

全体の集合とし，その要素をコンペティションセット

（CS）と呼ぶ．Ap.2で述べるインジケータ φ(yvn)の

上界を用いることにより，PE1a,n(u0
N )は次のように

おさえられる．

PE1a,n(u0
N)

<=

∑
yvn

P r(yvn|xvn0 ) · φ(yvn)

<= ∆Sσx
∑
yvn

P r(yvn|xvn0 )

·
{∑
A0

∑
A1

∑
A2

S∏
i=1

[[
P r(yvn|xvni )

P r(yvn|xvn0 )

]] σx
ρx

}ρx

(A·2)

ここで，xvn1 , · · · , xvnS は，ひとつの CSに属する誤

りパスの符号語を表す．また，
∑
A0
は図 A· 2 に示

すような CS のとるすべてのパス形状に対する和，∑
A1
は CS のパス形状をひとつに固定したときの

誤りパスの分岐点，すなわち，あらゆる t1, t2, · · · , ts

に対する和を示す．更に，A2 は t1, t2, · · · , ts を固定

したときの CSの集合に対する和を示す．すなわち，∑
A
=
∑
A0

∑
A1

∑
A2
である．

0 <= ρx <= 1 と制約を設ければ，(
∑
i
ai)

ρ <=∑
i
ai
ρ, 0 <= ρ <= 1より，式 (A·2)は，

図 A· 1 CSの例
Fig.A· 1 An example of competition set (CS).

図 A· 2 CSの例 S = 3

Fig.A· 2 An example of competition set (CS),

S = 3.
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PE1a,n(u0
N)

<= ∆Sσx
∑
A0

∑
A1

∑
yvn

P r(yvn|xvn0 )

{∑
A2

S∏
i=1

[
P r(yvn|xvni )

P r(yvn|xvn0 )

]σx
ρx

}ρx

(A·3)

で押さえられる．

木符号では，任意の 2本のパスに対して，ルートよ

り分岐がはじまるまで，同じ符号語をもつ．そこで，

以下では u0
n と CSに含まれるパスの分岐に注意し，

式 (A·3)に含まれるパスどうしの同じ符号語をもつ区
間に対するゆう度比が 1になることに着目して整理を

行う．この計算は CSのパス形状によって異なる．以

下では，図 A· 2 で示す S = 3 の場合について，導出

過程を示すが，一般の場合も同様に行える．そこで，

式 (A·3)のパスに対するゆう度をブランチに対するゆ
う度の積で書き換える．すなわち，

P r(yvn|xvni ) =

n∏
t=1

P r(yvt |xvi,t),
∑
yvn

=
∑
yv

1

∑
yv

2

· · ·
∑
yv

n

であり，更に，パス i の第 t ブランチに対するゆ

う度を Pi(t)
def
= P r(yvt |xvi,t) と略記すれば，図 A· 2

の (1,1,1)に示すパス形状に対する式 (A·3)の部分和
PE1a,n(u0

N)(1,1,1) は，以下のように書ける．

PE1a,n(u0
N)(1,1,1)

<= ∆3σx ·
∑
A1

∑
yv

t1+1

· · ·
∑
yv

t4

t2∏
t=t1+1

P0(t)
1−1σx

·
t3∏

t=t2+1

P0(t)
1−2σx ·

t4∏
t=t3+1

P0(t)
1−3σx

·
{∑
A2

t2∏
t=t1+1

1∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx ·

t3∏
t=t2+1

2∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

·
t4∏

t=t3+1

3∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

}ρx

(A·4)

特定の木符号についてこれ以上は解析できないので，

ランダム符号化を施す．すなわち，以下では，ブランチ

ごとに独立に，かつ，各々のブランチの v 個の入力ア

ルファベットに対し，確率分布 q = {q0, q1, · · · , qa−1}
に従って，独立にシンボルを割り付けたときのあらゆ

る木符号に対する平均を解析する．この平均を E[·]，
及び，· で表すことにする．E[

∑ ·] =∑E[·]，及び，
独立な確率変数 X, Y に対して，

E[XY ] = E[X] · E[Y ] (A·5)

が成り立つことから，式 (A·4)に対する平均を求めて，

P
(1,1,1)
E1a,n

<= ∆3σx ·
∑
A1

∑
yv

t1+1

· · ·
∑
yv

t4

E

[
t2∏

t=t1+1

P0(t)
1−1σx ·

t3∏
t=t2+1

P0(t)
1−2σx

·
t4∏

t=t3+1

P0(t)
1−3σx

]

·E
[{∑

A2

t2∏
t=t1+1

1∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

·
t3∏

t=t2+1

2∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

·
t4∏

t=t3+1

3∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

}ρx
]

(A·6)

E[xρ] < [E(x)]ρ, 0 <= ρ <= 1，及び，分岐したパスど

うしでブランチごとに符号語が独立であることから，

再び式 (A·5)を用いれば，

P
(1,1,1)
E1a,n

<= ∆3σx ·
∑
A1

∑
yv

t1+1

· · ·
∑
yv

t4

t2∏
t=t1+1

P0(t)
1−1σx

·
t3∏

t=t2+1

P0(t)
1−2σx ·

t4∏
t=t3+1

P0(t)
1−3σx

·
{∑
A2

t2∏
t=t1+1

1∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

·
t3∏

t=t2+1

2∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

·
t4∏

t=t3+1

3∏
i=1

Pi(t)
σx
ρx

}ρx

(A·7)

上式で，Pk(t)は，もはや，k に依存してないので，以

下では，P (t) と書く．
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次に，[1] p.874 lemma A-1では，A2 の要素が，た

かだか次式でおさえられることを示している．

|A2| <= e[n1+2n2+···+SnS−S(L−1)]vR

ただし，パスの分岐点間の長さ（ブランチ数）を，

n1 = t2 − t1,

n2 = t3 − t2,

· · · · · · · · ·
nS = tS+1 − tS ,

n1 + n2 + · · ·+ nS = n

とおいた．ここでは，S = 3 としているから，

|A2| <= e[n1+2n2+3n3−3(L−1)]vR

でおさえられ，これを用いると式 (A·7)は以下のよう
になる．

<= ∆3σx ·
∑
A1

eρxn1vR

t2∏
t=t1+1


∑

yv
t

P (t)1−1σx P (t)
σx
ρx




e2ρxn2vR

t3∏
t=t2+1


∑

yv
t

P (t)1−2σx

(
P (t)

σx
ρx

)2




e3ρxn3vR

t4∏
t=t3+1


∑

yv
t

P (t)1−3σx

(
P (t)

σx
ρx

)3




また，ひとつのブランチに対する符号語についても，

シンボルごとの符号化は独立であるので，∑
yv

t

P (t)a
(

P (t)b
)c

=
∑
j1

∑
j2

· · ·
∑
jv(∑

i1

∑
i2

· · ·
∑
iv

qi1Pj1i1
a · · · qiv Pjviv

a

)
(∑

i1

∑
i2

· · ·
∑
iv

qi1Pj1i1
b · · · qiv Pjv iv

b

)c

=

{∑
j

(∑
i

qiPji
a

)(∑
i

qiPji
b

)c}v

を用いると，式 (A·7)は，
P

(1,1,1)
E1a,n

<= ∆3σx ·
∑
A1

e[n1+2n2+3n3−3(L−1)]vRρx

[∑
j∈B

α1(j)β1(j)

]vn1
[∑
j∈B

α2(j)β2(j)

]vn2

·
[∑
j∈B

α3(j)β3(j)

]vn3

,

α$(j)
def
=

(∑
i∈A

qiP
1−$σx
ji

)
,

β$(j)
def
=

(∑
i∈A

qiP
σx
ρx
ji

)$ρx

,

0 <= ρx <= 1, σx >= 0 (A·8)
と書ける．一般に，A1 についての和は，次のように

書き直せる．∑
A1

=
∑
U

,

U = {n1 + n2 + · · ·+ nS = n,

n1 >= 0, n2 >= 0, · · · , nS−1 >= 0, nS >= L}
(A·9)

したがって，次の上界式が導ける．

P
(1,1,1)
E1a,n

<= e−3(L−1)vRρx ·∆3σx

·
∞∑
n1=0

[
eρxR

∑
j∈B

α1(j)β1(j)

]vn1

·
∞∑
n2=0

[
e2ρxR

∑
j∈B

α2(j)β2(j)

]vn2

·
∞∑

n3=L

[
e3ρxR

∑
j∈B

α3(j)β3(j)

]vn3

(A·10)
さて，図 A· 2 の他のパス形状に対しても，

γ$(j)
def
=

(∑
i∈A

qiP
�σx
ρx
ji

)ρx

と定義すれば，以下に示すとおり，同様な上界式が導

ける．例を示せば，

P
(1,2)
E1a,n

<= e−3(L−1)vRρx ·∆3σx
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·
∞∑
n1=0

[
eρxR

∑
j∈B

α1(j)β1(j)

]vn1

·
∞∑
n2=0

[
e2ρxR

∑
j∈B

α3(j)β1(j)γ2(j)

]vn2

·
∞∑

n3=L

[
e3ρxR

∑
j∈B

α3(j)β3(j)

]vn3

(A·11)

これらの上界式は，無限等比級数の和であるが，これ

がすべて収束するための条件は，

Eo(3, σx, ρx, q)− 3ρxR > 0 (A·12)

であることが後述する定理 A-1を用いることで示さ

れる．

一般の S についても，あらゆるパス形状が S! 個で

押さえられることと，各々のパス形状について，やは

り，定理A-1を用いることで，σx, ρx の制約が同様に

求まる．したがって，

PE1a,n(u0
N)

<=
S!evSRρx

(1− e−vε)S

· exp
{
−Lv

[
Eo(S, σx, ρx, q)− σx

S ln∆

Lv

]}
,

0 <= ρx <= 1, σx >= 0,

ε = Eo(S, σx, ρx, q)− SρxR > 0 (A·13)

と上界でき，補題 1が得られる．

Ap.2 補題で用いるインディケータの上界について

P (E1a) の上界を導出するにあたり，インジケータ

φ(yvn) を，

PE1a,n(u0
N) <=

∑
yvn

P r(yvn|xvn0 ) · φ(yvn)

φ(yvn) =

{
1,

Pr(yvn|xvn
0 )

Pr(yvn|xvn
(S+1)

)
<= ∆

0, その他

とおく．また，Pea の上界についても，インジケータ

ψ(yvn) を，

Pea,n(u0
N ) <=

∑
yvn

P r(yvn|xvn0 ) · ψ(yvn)

ψ(yvn) =

{
1,

Pr(yvn|xvn
(S+1))

Pr(yvn|xvn
0 )

>= ∆

0, その他

とおく（注 11）．本節では，提案した判定基準に対し，こ

れらのインジケータのチャーノフの上界について説明

する．

ある情報記号列 um
N について，

P r(yvn|xvnm )

P r(yvn|xvn
(S+1)

)
<= ∆ (A·14)

であれば，必ず，

P r(yvn|xvnm )

P r(yvn|xvn
(k)

)
<= ∆, k = 1, 2, · · · , S + 1 (A·15)

が成り立つ．したがって，PE1a,n(u0
N)は，正しいパ

スのゆう度 P r(yvn|xvn0 ) がある CSに属するすべて

のパス i ∈ CS, i = 1, 2, · · · , S のゆう度に対して，

P r(yvn|xvn0 )

P r(yvn|xvni )
<= ∆, i = 1, 2, · · · , S (A·16)

である条件を用いて上界することができる．式 (A·16)
の条件を，[13], p.215, Problem 3.16と同様に緩めた

条件，

S∏
i=1

P r(yvn|xvn0 )

P r(yvn|xvni )
<= ∆S (A·17)

を用いれば，[4]同様，インジケータを，

φ(yvn)<=∆Sσx

{∑
A

S∏
i=1

[
P r(yvn|xvni )

P r(yvn|xvn0 )

] σx
ρx

}ρe

で上界することができる．

Pea,n(u0
N ) の上界に用いるインジケータの上界に

ついても，

P r(yvn|xvn(S+1))

P r(yvn|xvnm )
>= ∆ (A·18)

であれば，必ず，

P r(yvn|xvn(k))
P r(yvn|xvnm )

>= ∆, k = 1, 2, · · · , S + 1 (A·19)

が成り立つので，同様，

S∏
i=1

P r(yvn|xvni )

P r(yvn|xvn0 )
>= ∆S (A·20)

（注 11）：
Pr(yvn|xvn

(S+1)
)

Pr(yvn|xvn
0

)
> ∆ ⇒

Pr(yvn|xvn
(S+1)

)

Pr(yvn|xvn
0

)
>= ∆ であ

るから，ψ(yvn) を定義する不等式に等号を含めても，Pea,n(u0
N )

の上界が可能である．これは，[15], p.107Appendix Aと同様である．
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を用いることができる．したがって，

ψ(yvn)<=∆−Sσe

{∑
A

S∏
i=1

[
P r(yvn|xvni )

P r(yvn|xvn0 )

] σe
ρe

}ρe

を用いることができる．ここで示したインジケータの

上界がことなるほかは，Pea,n(u0
N ) の上界に関して

すべて PE1a,n(u0
N ) と同様であり，補題 2を導くこ

とができる．

Ap.3 定理A-1

以下に，補題 A-1～補題 A-3を示し，これらより，

定理A-1を導出する．この定理は，Ap.1で示した各パ

ス形状の上界式（S = 3 とすれば式 (A·13)～(A·17)）
に対する無限等比級数の収束条件が式 (A·19)（S = 3

の場合は式 (A·18)）のように簡略化されることを示す
のに用いる．すなわち，後述する最も一般的な D3 に

対し，以下に示す補題を用い，その条件を D7 に置き

換える．

本論文で定義した Eo(S, σ, ρ, q)は，S = 1 のとき，

[5]における Eo(s, ρ,p)，及び [4]における Eo(s, σs, p)

に一致し，その性質がよく知られている．補題A-1で

は，その凸性を用いる．

［補題 A-1］ 0 <= σ, 0 <= ρ <= 1, θ >= 1 に対し，以下

が成立する．

D1 =

{
(σ, ρ)|Eo(1, 1σ, 1ρ, q)

1ρ
> R

}
,

D2 =

{
(σ, ρ)|Eo(1, 1σ, θ1ρ, q)

θ1ρ
> R

}

とおけば，D1⊃=D2.

（証明） [4] Appendix A に示されているように，

Eo(1, 1σ, 1ρ,q) は，ρ に対し上に凸である．ゆえに，
Eo(1,$σ,$ρ,q)

$ρ
>=
Eo(1,$σ,θ$ρ,q)

θ$ρ
であり，補題が成り立つ．

Ap.1における式 (A·10)の導出に見られるように，
一般性を失うことなく，あるパス形状のある時刻 ti～

ti+1 の区間に対して，

D3 =
{
(σ, ρ)|ekρR

∑
j

α$(j)γm1(j)

· γm2(j) · · · · · · γmk (j) < 1
}

(A·21)

であることが，ユニオン上界を求めるための無限

等比級数の収束条件として要求される．ここで，k

は，ti～ti+1 の区間で区別できる誤りパスの本数，

m1, m2, · · · , mk は，その後これら k 本の誤りパスか

ら，それぞれ何本のパスが分岐するかを表す．また，

1 = m1 + m2 + · · ·+ mk である．

例として，S = 8 のとき，図 A· 3 に示すパス形状
に対し，k, m1, · · · , mk，及び，1 がとる値を示そう．

このとき，式 (A·21)の条件は，{
(σ, ρ)|e4ρR

∑
j

α7(j)γ1(j)γ1(j)

·γ2(j)γ3(j) < 1
}

(A·22)

となる．

補題 A-2では，式 (A·21)で示された (σ, ρ) の条件

よりも，次に示す D4 に対する条件が厳しいことを示

そう．

［補題 A-2］

D4 =
{
(σ, ρ)|

Eo(1, 1σ, $
m1

ρ, q)
$
m1

ρ
> R,

Eo(1, 1σ, $
m2

ρ, q)
$
m2

ρ
> R,

· · · · · · · · · ,
Eo(1, 1σ, $

mk
ρ, q)

$
mk

ρ
> R
}

(A·23)

とおけば，D3⊃=D4.

（証明）

wk =
∑k

i=1
mi,Γk(j) = γm1(j)γm2(j) · · · γmk (j)

と定義すれば，

D3 =

{
(σ, ρ)|

∑
j

α$(j)Γk(j) < e−kρR
}
(A·24)

と表せる．このとき，i, 0 <= i <= k − 1に対し，次の不

等式が成り立つことに注目する．

[∑
j

α$(j)Γ

wk
wk−i

k−i (j)

]wk−i
wk

<=

[∑
j

α$(j)Γ

wk
wk−(i+1)
k−(i+1)

(j)

]wk−(i+1)
wk

·
[∑
j

α$(j)γ

wk
mk−i
mk−i

(j)

]mk−i
wk

(A·25)

この不等式では，左辺の i を i + 1 にしたものが，右

辺の第 1項になっていることに注意したい．まず，こ

79



電子情報通信学会論文誌 2000/1 Vol. J83–A No. 1

の不等式が成り立つことを示そう．左辺は次のように

書きなおせる．[∑
j

α$(j)Γ

wk
wk−i

k−i (j)

]wk−i
wk

=

[∑
j

α$(j)Γ

wk
wk−i

k−(i+1)
(j)γ

wk
wk−i
mk−i

(j)

]wk−i
wk

(A·26)
更に λを，0 < λ < 1 としてヘルダーの不等式を用い

れば，式 (A·26)は，次式で押さえられる．

<=



[∑
j

α$(j)Γ

wk
λ·wk−i

k−(i+1)
(j)

]λ

[∑
j

α$(j)γ

wk
(1−λ)·wk−i
mk−i

(j)

]1−λ



wk−i
wk

(A·27)
ここで，λ =

wk−(i+1)
wk−i

, 1 − λ =
mk−i

wk−i
とおけば，式

(A·25)の不等式が得られる．
式 (A·25)左辺は，i = 0 のとき式 (A·24)の不等式

の左辺に一致する．したがって，式 (A·25)を繰り返
し用いれば，

∑
j

α$(j)Γk(j) <=

k∏
i=1

[∑
j

α$(j)γ
wk
mi
mi (j)

]mi
wk

(A·28)
が示せる．

最後に，wk = 1 であること，また，ai > 0, i =

1, 2, · · · , k，及び，A > 0 としたとき，

k∏
i=1

ai < Ak ⇐ a1 < A, a2 < A, · · · , ak < A

を用い，− ln[·] をとれば，補題が証明できる．
次に，Eo(k, σ, ρ, q)の kに対する凸性について，補

題 A-3に示す．

［補題 A-3］

D5 =

{
(σ, ρ)|Eo(k, σ, ρ,q)

k
> ρR

}
,

D6 =

{
(σ, ρ)|Eo(k + 1, σ, ρ,q)

k + 1
> ρR

}
(A·29)

図 A· 3 CSの例 S = 8

Fig.A· 3 An example of competition set (CS),

S = 8.

とおけば，D5⊃=D6.

（証明）
Eo(k,σx,ρx,q)

k
>=

Eo(k+1,σ,ρ,q)
k+1

が成り立てば ，

D5⊃=D6 がいえる．このためには，Eo(k, σ, ρ, q) の

k に対する凸性を示せばよい．すなわち，0 < λ < 1

に対し，

λEo(k1, σ, ρ, q) + (1− λ)Eo(k2, σ, ρ, q)

<= Eo(λk1 + (1− λ)k2, σ, ρ, q) (A·30)

を示せばよい．式 (A·30)の左辺，λEo(k1, σ, ρ, q) +

(1− λ)Eo(k2, σ, ρ, q) について − ln [·] をはずせば，

∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−k1σ
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ/ρ
ji

)k1ρ
λ


∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−k2σ
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ/ρ
ji

)k2ρ
1−λ

(A·31)

一方，式 (A·30)の右辺，Eo(λk1 + (1− λ)k2, σ, ρ,q)

について − ln [·] をはずせば，

∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−[λk1+(1−λ)k2]σ
ji

)

·
(∑
i∈A

qiP
σ/ρ
ji

)[λk1+(1−λ)k2]ρ

(A·32)

である．これら両者の大小関係を比較しよう．

式 (A·31)は，ヘルダーの不等式 [13]を用いれば，
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式 (A·31)

>=

∑
j∈B


(∑

i∈A
qiP

1−k1σ
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ/ρ
ji

)k1ρ
λ



(∑
i∈A

qiP
1−k2σ
ji

)(∑
i∈A

qiP
σ/ρ
ji

)k2ρ
1−λ

=
∑
j∈B

(∑
i∈A

qiP
1−k1σ
ji

)λ(∑
i∈A

qiP
1−k2σ
ji

)1−λ

·
(∑
i∈A

qiP
σ/ρ
ji

)λk1+(1−λ)k2

(A·33)

式 (A·33)の項に再びヘルダーの不等式を用いて導か
れる以下の不等式，(∑

i∈A
qiP

1−k1σ
ji

)λ(∑
i∈A

qiP
1−k2σ
ji

)1−λ

>=

(∑
i∈A

qiP
1−[λk1+(1−λ)k2]σ
ji

)
(A·34)

を用いれば，式 (A·33)が式 (A·32)で下から押さえら
れることが示せる．すなわち，補題が証明された．

以上の補題を用いて，次の定理が導ける．

［定理 A-1］

D7 = {(σ, ρ)|Eo(S, σ, ρ, q) > ρSR}
とおけば，D3⊃=D7.

（証明）補題 A-1 及び，補題 A-2 を用いれば，

mi, i = 1, 2, · · · , k に対し，1 <= mi <= 1 であるから，{
(σ, ρ)|

Eo(1, 1σ, $
mi

ρ, q)

$
mi

ρ
> R

}

⊃
=

{
(σ, ρ)|Eo(1, 1σ, 1ρ,q)

1ρ
> R

}
(A·35)

1 <= 1 <= S であるから，補題 A-3を用いれば，{
(σ, ρ)|Eo(1, 1σ, 1ρ, q)

1ρ
> R

}

=

{
(σ, ρ)|Eo(1, σ, ρ,q)

1ρ
> R

}

⊃
=

{
(σ, ρ)|Eo(S, σ, ρ, q)

Sρ
> R

}

よって，題意は証明された．

Ap.4 補題 1，2から補題 4の導出について

補題 1と補題 2では，アンサンブルに対する平均の

上界を算出し，各々の確率を達成する符号が，それぞ

れ存在することが明らかとなった．ここでは，これら

より，以下に示す不等式を同時に満たす符号が存在す

ること，すなわち，補題 4の証明を示す．

（補題 4の証明） 補題 1，補題 2及び Chebyshev

の不等式により，以下の二つの不等式が成り立つこと

に注意する．

P r[Pr(E1) > 2EP r(E1)] <
1

2
,

P r[Pr(E2) > 2EP r(E2)] <
1

2

これら二つの不等式から，

P r

[
[P r(E1) > 2EP r(E1)]

⋃
[Pr(E2) > 2EP r(E2)]

]
< 1 (A·36)

ゆえに，

1− P r

[
[Pr(E1) > 2EP r(E1)]

⋃
[Pr(E2) > 2EP r(E2)]

]
> 0 (A·37)

したがって，P r[·] の中の否定をとれば，

P r

[
[P r(E1) <= 2EP r(E1)]

⋂
[Pr(E2) <= 2EP r(E2)]

]
> 0 (A·38)

すなわち，補題 4が成り立つ．
（平成 11 年 2 月 15 日受付，7 月 6 日再受付）
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