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I.

符号理論

情報理論 (information theory)はC.E.Shannon[Sha48]により情報を定量的に扱い，
符号化という考え方を導入した情報に関する基礎的理論として誕生し，以来多くの研究
が続けられた．また，情報理論は符号理論 (coding theory, theory of error correcting

codes)の研究にも多大なインパクトを与えた．すなわち，Shannonの通信路符号化定
理を満たす符号化方式の探索と共に，実用的な誤り訂正・検出が可能な符号化・復号化
方式の研究分野の進展である†．情報理論も符号理論も共に雑音のある通信路を扱うが，
後者は特に組合せ数学など代数学を用いて，具体的符号の構成法と復号法を与えること
が主眼である．
以下，第 1 章で記号導入，定義，重要な考え方などの準備を行い，第 2 章でHamming

符号など重要な符号について述べる．第 3 章では，誤り訂正能力の限界について論じる．
また第 4章では，符号化をさらに詳しく論じるために，Galois体など代数的な準備を行な
い，第 5 章でReed-Solomon(RS)符号を含むBose-Chaudhuri-Hocquenghem(BCH)

符号について，第 6 章で代数演算による復号アルゴリズムについて簡単に述べる．最後
に第 7 章では，若干の応用例をとり上げる．
符号化方式には，大別してブロック符号 (block code)とたたみ込み符号 (convolutional

code)の 2種があるが，ここでは前者に限定して述べる．また，2元符号化を前提とし
て記述するが，q 元符号化への拡張は差程困難ではない．ただし，q, q ≥ 3, は素数の
べき乗とする．

† 符号理論は情報理論とほぼ同時期に誕生している [Gol49][Ham50]．





1
符号化復号化システム

1.1 モデル化

符号理論の研究成果は多くの効率の良い優れた誤り訂正符号を生み出した †．
符号化の目的は，雑音のある通信路に生じた誤りを訂正し，情報の信頼度を上
げることである．通信路 (channel)とは宇宙通信・衛星通信・無線通信回線や
電話回線などの通信媒体，および主記憶装置や補助記憶装置などの記憶媒体を
指す数学的モデルである．図 1.1.1に符号化復号化システムを示す．図 1.1.1
で，u は情報記号系列（ベクトル），v は符号語系列（ベクトル），e は誤り系
列（ベクトル），w = v + e は受信系列（ベクトル），v̂ は復号された符号語系
列（ベクトル）である．ここで，通信路は誤り確率 ε, 0 ≤ ε ≤ 0.5, の 2元対
称通信路 (binary symmetric channel)を仮定する††．主記憶装置は図 1.1.2の
ように示すことができる．
符号化復号化システムの主要な評価基準は極めて明快であり，次の通りで
ある．

(1) 信頼性 (reliability) · · · 復号誤り確率 (probability of decoding error)
P (ε)

(2) 効率 (efficiency) · · · 符号化比率 (rate) r

(3) 計算量 (amount of computation) · · · 復号器の複雑さ (complexity) χ

符号化は通常，符号パラメータ (n, k, d) を用いて評価される．n, k, d は，定
義 1.2.2で示す．

† 巻末単行本 [Pet61][Ber68][Lin70][MII73][Slo75][KTII75][MS77][MHI82][LC83][Bla83]
[Hil86][Ima90][EK96][HN99]参照．

†† 2元対称通信路における誤りの生起は，誤りベクトルの要素の位置によらず互いに独立である．
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4 1. 符号化復号化システム
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図 1.1.1: 符号化復号化システムと通信路のモデル

1.2 ブロック符号

2元記号を要素とする長さ n の 2つのベクトル vm と vm′ を次のように与
える．

vm = (vm1, vm2, · · · , vmn), (1.2.1.a)

vm′ = (vm′1, vm′2, · · · , vm′n), (1.2.1.b)

ここで

vmi, vm′i ∈ {0, 1} = B,　 i = 1, 2, · · · , n,

である．

［定義 1.2.1 ］(Hamming距離) 2つのベクトル vm, vm′ の Hamming距
離 DH (·, ·) は次式で定義される．

DH (vm, vm′) =
n∑

i=1

dH (vmi, vm′i), (1.2.2.a)

ここで

dH (a, b) =

{
0, a = b;

1, a �= b,
(1.2.2.b)

である†． □
† 2元記号のとき，a �= b は a = 0, b = 1，または a = 1, b = 0 である．
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MDR: memory data registar
MAR: memory address registar
DEC: address decoder

書き込みデータ 読み出しデータ

図 1.1.2: 主記憶装置のモデル

Hamming距離は 2つのベクトルの対応する位置の記号を比較したとき，異
なるものの数である．式 (1.2.2.b)は非 2元記号の場合にも定義される．また，
ここではふれないが，符号理論では Lee距離も用いられる．両者は，2元記号
の場合一致する．

［定義 1.2.2 ］2元 (n, k, d) ブロック符号 (block code) C は長さ n の 2元ベ
クトル vm, m = 1, 2, · · · ,M, の集合である（図 1.2.1参照）．ここで，M = 2k

であり，vm, m = 1, 2, · · · ,M, を符号語 (codeword)という†．また，n は符
号長 (code length)，k は情報記号数 (number of information symbols)，d は
最小距離 (minimum distance)である††． □

ここで

d = min
1≤m,m′≤M, m �=m′

DH (vm, vm′), (1.2.3)

† 符号 (語)系列（符号 (語)ベクトル）を単に符号語と呼ぶことが多い．
†† 最小距離 d を特定しないときは (n, k) 符号と表す．



6 1. 符号化復号化システム

また，符号化比率 (code rate, rate) r は

r = (log2 M)/n

= k/n, (1.2.4)

で与えられる†．

， 長さ n の 2元ベクトル
(2n 個)

(n, k, d) 符号の符号語
(M = 2k 個)

d

v1

v2

vM

v3

Bn = {0, 1}n

図 1.2.1: 符号化の概念

［例 1.2.1 ］図 1.2.2 の偶数（または奇数）パリティ検査符号 (even parity check

code)は (9, 8, 2) 符号である． □

［例 1.2.2 ］長さ n（奇数）の反復符号 (repetition code)は (n, 1, n) 符号である．
例えば，n = 5 のとき，符号語は次の 2つである††．

00000

11111

□

† 符号構成は与えられた n と k で最大の d，したがって k
n

= r で最大の d
n
を求める問題であ

る．また，(1)信頼性（訂正能力）は d
n
で，(2)効率は k

n
で，(3)計算量は n のオーダでそ

れぞれ評価する． d
n
と k

n
の間には通常トレードオフの関係がある．以上より符号理論では，

誤り訂正（復号化）が実現可能な復号手順を考慮しながら，誤り訂正能力の高い効率の良い符
号を見出すことが主たるテーマの一つである．

†† 本文中，ベクトルは (v1, v2, · · · , vn)，または簡単に v1v2 · · · vn のように表す．例えば，
(0, 1, 1, 0, 1)，または 01101 のように示す．
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パリティ検査記号

0 0 1 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 1 0 0 0

(例)

図 1.2.2: 偶数パリティ検査符号（偶数重み符号）

［例 1.2.3 ］図 1.2.3に，‘ out of n 符号を示す．ただし，n = 5, � = 2 であり

M =

 
n

�

!

= 10,

r = (log2 M)/n ; 0.66,

である†． □

11000 01010

00011 01100

00101 10001

00110 10010

01001 10100

n = 5, � = 2

図 1.2.3: � out of n 符号（重み一定符号）の例

［定義 1.2.3 ］(Hamming重み) ベクトル vm のHamming重み WH (·) は
vm の n 記号中，非ゼロ記号の数である．すなわち

WH (vm) =
n∑

i=1

wH (vmi), (1.2.5.a)

† 長さ n = 5 で重みが � = 2 のパターンを符号語とする．
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ここで

wH (a) =

{
0, a = 0;

1, a �= 0,
(1.2.5.b)

である†． □

定義 1.2.1より容易に次式を得る．

DH (vm, vm′) =WH (vm + vm′), (1.2.6.a)

ただし，vm + vm′ = v� とするとき

v�i = vmi + vm′i　 mod 2, (1.2.6.b)

である††．

［例 1.2.4 ］

DH (01001011, 01110010) = WH (00111001)

= 4.

□

［定理 1.2.1 ］(n, k, d) 符号は d− 1 個以下のすべての誤りを検出できる．同
様に t 個以下のすべての誤りを訂正できる．ここで，d ≥ 2t + 1 である（図
1.2.4参照）． □

（証明） 演習問題 [問 1.2]参照． □

定理 1.2.1より容易に (n, k, d) 符号は t 個以下のすべての誤りを訂正でき，
同時に t + 1 個以上 d′ 個以下のすべての誤りを検出できる必要十分条件は，
d ≥ t + d′ + 1, d′ > t であることがわかる（演習問題 [問 1.3]参照）．偶数パ
リティ検査符号は 1個†††の誤り検出，反復符号は (n − 1)/2 個の誤り訂正が可
能である．

［定義 1.2.4 ］(n, k, d) 符号のすべての符号語 vm, m = 1, 2, · · · , M, はす
べて等確率で用いられるとする．vm が送信され w が受信されたとき，最尤復

† 2元符号のとき，a �= 0 は a = 1 に等しい．
†† ベクトルの要素間の演算には GF (2) の加算（後出）を仮定している．
††† 正確には奇数個．
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検出

訂正

v1v2

v3

vm

vM

d12 = 4

d13 = 4d23 = 4

d3m = 5
DH(vm, vm′) = dmm′

d = min
m�=m′ dmm′ = 4 の例

Bn = {0, 1}n

図 1.2.4: 誤りの検出と訂正
号 (maximum likelihood decoding : MLD)法は w から次式を満足する vm̂

を見つけ出すことである．

w → vm̂

∣∣∣∣
[
max

1≤i≤M
P (w|vi) = P (w|vm̂)

]
. (1.2.7)

□

もし，m̂ �= m なら復号誤りが生起している．誤り確率 ε, 0 ≤ ε < 0.5, の
2元対称通信路を仮定すると，MLD法は最小距離復号 (minimum distance
decoding : MDD)法と同一である．すなわち

DH (vm̂, w) = e, (1.2.8)

とすると

P (w|vm̂) = εe(1− ε)n−e, (1.2.9)

であるから，もし e が最小なら P (·|·) は最大である．したがって，Hamming
距離が w に最も近い符号語 vm̂ を見出す方法がMLD法といえる．しかしな
がら，通常の代数的復号法は w から

w → vm̂ |[DH (vm̂, w) ≤ �(d − 1)/2�] , (1.2.10)

となる vm̂ を見つけ出す．この方法は，限界距離復号 (bounded distance
decoding : BDD)法と呼ばれる．ここで，�x� は x を越えない最大の整数を
示す．
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演習問題

[問 1.1] 式 (1.2.2.a)，式 (1.2.2.b)の Hamming距離は距離の 3公理を満たすことを
示せ．

[問 1.2] 定理 1.2.1を証明せよ．

[問 1.3] (n, k, d) 符号において，t 個以下のすべての誤りを訂正でき，t + 1 個以上 d′

個以下のすべての誤りを検出できる必要十分条件は，d ≥ t + d′ + 1, d′ > t であるこ
とを示せ．



2
重要な符号

2.1 線形符号

2元線形符号を仮定し，符号構成法について行列と多項式を用いて記述し
よう．

2.1.1 線形符号の性質

集合 B は 2つの要素 {0, 1} からなり，加法，乗法は表 2.1.1の通りとする†．

表 2.1.1: GF (2) 上の加算と乗算
+ 0 1 　　 · 0 1

0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1

［定義 2.1.1 ］2元 (n, k, d) 線形符号は Bn = {0, 1}n の線形部分空間であ
る． □

線形符号において，vi と vj が共に符号語とすると，vi+vj = vl もその符号
語でなければならない．したがって，2元線形符号では WH (vl) = DH (vi, vj)

が成り立つ．

［定理 2.1.1 ］線形符号の最小距離は非ゼロ符号語の最小重みに等しい． □

（証明） 式 (1.2.6.a)より明らか． □

† すなわち，Galois体 GF (2) を仮定する．

11



12 2. 重要な符号

［例 2.1.1 ］例 1.2.1，例 1.2.2の符号は線形であるが，例 1.2.3の符号は線形ではな
い． □

2.1.2 生成行列とパリティ検査行列

線形部分空間の次元が k のとき，(n, k, d) 線形符号から互いに線形独立な
k 個の符号語をとり出し，これを v1, v2, · · · ,vk とする．このとき，生成行列
(generator matrix) G は　

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v1

v2

...

vk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.1.1)

で与えられる．ここで，G は k × n の行列で，その階数 (rank)は k である．
通常の行列の基本行操作と列置換により，次の結果が得られる．

［定理 2.1.2 ］(n, k, d) 線形符号の生成行列 G は次の正準形で与えられる．

G = [Ik, P ], (2.1.2)

ここで，Ik は k × k の単位行列，P は k × (n − k) の行列である． □

（証明） 略 □

［例 2.1.2 ］例 1.2.1，例 1.2.2の生成行列は図 2.1.1で与えられる． □

符号化される長さ k の情報記号（系列）を u とすると，これに 1対 1に対
応する符号語 v は次式で与えられる．

u = (u1, u2, · · · , uk), (2.1.3)

v = uG

= (v1, v2, · · · , vn), (2.1.4)

ここで，G が式 (2.1.1) のような k × k の単位行列を持つとき，ui = vi, i =

1, 2, · · · , k, である．このように k 個の情報記号と n − k 個の検査記号が区別
できるような符号を組織符号 (systematic code)と呼ぶ（図 2.1.2参照）．
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(1)偶数パリティ検査符号 : G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

100000001

010000001

001000001

000100001

000010001

000001001

000000101

000000011

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2)反復符号 : G = [11111]

図 2.1.1: 偶数パリティ検査符号と反復符号の生成行列

��
��

k

n

情報記号 検査記号

図 2.1.2: 組織符号の符号語

［定義 2.1.2 ］2つの符号において，それらの生成行列が基本行操作の下に同
一のとき，これら 2 つの符号は等価 (equivalent)であるという． □

［定理 2.1.3 ］すべての線形符号は組織符号と等価である． □

（証明） 任意の線形符号はその生成行列の基本行操作により正準形が得られることから
明らか． □

以後式 (2.1.2)の形の生成行列を用いる．線形符号 C が行列 G の行空間，す
なわち (n, k, d) 符号を生成するとき，C は次の定理でパリティ検査行列 (parity
check matrix) H の直交空間である．ここで，GHT = 0 が成り立つ．ただし，
行列 A の転置を AT で示す．

［定理 2.1.4 ］(n, k, d) 線形符号の生成行列 G が式 (2.1.2)で与えられると
き，パリティ検査行列 H は次式で与えられる．

H = [−PT, In−k], (2.1.5)
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ここで，In−k は (n−k)× (n−k) の単位行列，PT は (n−k)×k の式 (2.1.2)
で与えた行列 P の転置行列である． □

（証明） 式 (2.1.2)，式 (2.1.5)から直接 GHT = 0 が成り立つことを導く． □

G を C に対する生成行列とするとき，H は C⊥ に対する生成行列となる．
ここで，C⊥ は C の双対符号 (dual code)である．また，H が C の検査行列
のとき，G は C⊥ の検査行列となる．

2.1.3 標準配列

定義 1.2.4，および 2元対称通信路から，式 (1.2.8)で与えた通り，復号化
は与えられた受信系列 w と最小の距離にある符号語 vm̂，すなわち最小重み
の誤りパターン (誤り系列) e を見出すことである．(n, k, d) 線形符号 C は，
Bn = {0, 1}n の部分空間である．これを

Bn =
2n−k−1⋃

i=0

2k−1⋃
�=0

(ci + v�),

　 {
2k−1⋃
�=0

(ci + v�)} ∩ {
2k−1⋃
�=0

(cj + v�)} = φ,　 i �= j, (2.1.6)

のように分割する．ここで，C = {v0, v1, · · · ,v2k−1} は符号語の集合であり，
∪2k−1

�=0 (ci + v�) をコセット (coset)，ci をコセットリーダ (coset leader)と呼
ぶ†．これらを，表 2.1.2のように配列したものが標準配列 (standard array)で
ある．

表 2.1.2: (n, k, d) 線形符号の標準配列
コセットリーダ シンドローム
c0 = 0 = v0 v1 v2 · · · v2k−1 s0

c1 c1 + v1 c1 + v2 · · · c1 + v2k−1 s1

c2 c2 + v1 c2 + v2 · · · c2 + v2k−1 s2

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
c2n−k−1 c2n−k−1 + v1 c2n−k−1 + v2 · · · c2n−k−1 + v2k−1 s2n−k−1

もし，w = ci + vm ならば，推定誤り系列 e は ∪2k−1
�=0 (ci + v�) の要素であ

り，そのコセットの最小重みの e を見出す．ここで，コセットリーダ ci にコ

† コセットは副群ともいう．また，コセットを剰余類とみたときコセットリーダを剰余類首とい
う．
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セットの中で最小重みのものを選べば e = ci である．よって，vm = w − e

を得る．
標準配列は，最上位の行に符号語の集合 C をおく．次に，c0 = 0 とし，

ci, i = 1, 2, · · · , 2n−k − 1, は ∪i−1
j=0 ∪2k−1

�=0 (cj + v�) を除く最小重みのベクト
ルを選ぶ．その結果，ci は v0 = 0 を送信したとき最も生起しやすい誤りパ
ターンとなる．これで 2n 個のすべてのベクトルが，唯一度配列の中に出現す
る．したがって，標準配列はその表の中で w を見出し，w を含む列の最上位
の符号語に復号する意味で復号表 (decoding table)を与える†．

［定理 2.1.5 ］誤り確率 ε の 2元対称通信路において，(n, k, d) 線形符号の
標準配列による復号法を考える．正しく復号される確率 P (C) は次式で与えら
れる．

P (C) =
n∑

�=0

A�ε
�(1− ε)n−�, (2.1.7)

ここで，A� は WH(ci) = � となるコセットリーダ ci の数である．ただし，各
符号語の生起は等確率とする． □

（証明） 演習問題 [問 2.1]参照． □

［系 2.1.1 ］定理 2.1.5で示した復号法は，最小距離復号 (MDD)法に等価で
ある． □

（証明） 演習問題 [問 2.2]参照． □

なお，各符号語の生起する事前確率が等しいとき，最小距離復号法は平均
復号誤り確率を最小にする（演習問題 [問 2.3] 参照）．ここで，復号誤り確
率 P (E) =

∑M
m=1 P (vm)P (w /∈ Rm|vm) で定義され，P (vm) = 1

M のとき
P (E) = 1− P (C) である．ただし，Rm は ∀m′ �= m, P (w|vm) > P (w|vm′)

ならば w ∈ Rm から与えられる．なお，復号誤り確率 P (E) は語単位で計数
する．すなわち，長さ n のブロックで 1 シンボルでも誤っていれば復号誤り
とする．

† ただし，ランダム誤り通信路を仮定している．
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［例 2.1.3 ］生成行列 G が次式で与えられたとき，標準配列は表 2.1.3で与えられる．

G =

2
64 100101

010110

001111

3
75 . (2.1.8)

このとき，パリティ検査行列 H は

H =

2
64 111100

011010

101001

3
75 , (2.1.9)

で与えられる†．

表 2.1.3: 標準配列の例
コセットリーダ シンドローム
(誤りパターン)
e0 = 000000 100101 010110 110011 001111 101010 011001 111100 s0 = 000
e1 = 100000 000101 110110 010011 101111 001010 111001 011100 s1 = 101
e2 = 010000 110101 000110 100011 011111 111010 001001 101100 s2 = 110
e3 = 001000 101101 011110 111011 000111 100010 010001 110100 s3 = 111
e4 = 000100 100001 010010 110111 001011 101110 011101 111000 s4 = 100
e5 = 000010 100111 010100 110001 001101 101000 011011 111110 s5 = 010
e6 = 000001 100100 010111 110010 001110 101011 011000 111101 s6 = 001
e7 = 000011 100110 010101 110000 001100 101001 011010 111111 s7 = 011

もし，w = 110111 のとき，このパターンは第 5行第 4列にあり，コセットリーダ
e4 = 000100 を誤りパターンとし，最上位の行の v3 = 110011 に復号する．
例 2.1.3の符号はすべての 1ビット誤りを訂正するが，2ビット誤りのすべてを訂正

できないから，(6, 3, 3) 符号である．第 1行の 8つの符号語が等確率で生起するとき，
2元対称通信路において復号誤り確率を最小にする復号表を与えている． □

2.1.4 シンドローム

次に，パリティ検査行列 H を用いて，受信系列 w から (n, k, d) 符号の適
当な符号語に復号する方法について考えよう．

［定義 2.1.3 ］(シンドローム) 受信系列 w のシンドローム (syndrome) s は
次式で与えられる．

s = wHT. (2.1.10)

□

† この符号は，例 2.2.1，式 (2.2.2.b)で与えるHamming符号の短縮符号（後出）になってい
る．
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いま，v が送信されたとし，これに 2元対称通信路で雑音ベクトル e が加え
られたとする．すなわち

w = v + e, (2.1.11.a)

ここで

e = (e1, e2, · · · , en),　 ei ∈ GF (2), i = 1, 2, · · · , n, (2.1.11.b)

である．ここで，ei = 0 のとき正しく，ei = 1 のとき誤って受信されたことを
示す．GHT = 0 であるから，次式が得られる．

s = wHT

= (v + e)HT

= (uG+ e)HT

= eHT, (2.1.12)

式 (2.1.11.b)より，シンドローム s は ei が 1に対する H の第 i 列 hi の和
の転置であることがわかる．

［例 2.1.4 ］G が例 2.1.3と同様，式 (2.1.8)で与えられたとする．このとき，定理
2.1.4より

H =

2
64 111100

011010

101001

3
75 , (2.1.13.a)

ここで

P =

2
64 101

110

111

3
75 , (2.1.13.b)

である．これより

e = 00 · · · 0のとき, s = 000,

e = 10 · · · 0のとき, s = 101,

e = 01 · · · 0のとき, s = 110,
...

e = 00 · · · 1のとき, s = 001,

(2.1.14)

となる．したがって，任意の 1つの i に対し，ei = 1, ei′ = 0, i �= i′ のとき，s は H

の i 番目の列の転置に等しい． □
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式 (2.1.12)において，任意の符号語 v に対し vHT = 0 であるから，同一
のコセットのベクトルは同一のシンドロームをもつ．

［定理 2.1.6 ］生成行列 G，またはパリティ検査行列 H が与えられたとき，誤
りベクトル ei とシンドローム si は 1対 1に対応する．ここで，i = 0, 1, · · · ,

2n−k − 1 である†． □

（証明） si = eiH
T より明らか（演習問題 [問 2.4]参照）． □

この結果，標準配列による復号法とシンドロームによる復号法は等価である
ことがわかる．前者は 2n 個の要素の表を必要とするが，後者は 2× 2n−k 個
でよい．
次に，最小距離 d を得るためにパリティ検査行列 H の列を選ぶ方法を与え
る重要な定理を述べる．

［定理 2.1.7 ］2元 (n, k, d) 線形符号を考える．そのパリティ検査行列は，非
ゼロの任意の d − 1 個以下の列が GF (2) で線形独立††である (n − k) × n の
行列である． □

（証明） パリティ検査行列 H = [h1, h2, · · · , hn] とする．ただし，hi は長さ (n − k)

の列ベクトルである． t = 1 のとき，第 i ビットに誤りがあれば s = hT
i ，第 j ビッ

トに誤りがあれば s′ = hT
j である．ここで，ベクトル a の転置を aT で示す．これら

が互いに異なれば区別できるから，hT
i �= hT

j ，すなわちすべての列ベクトルが異なら
ねばならない．

t = 2 のときを考える．第 i ，第 j ビットに誤りがあれば s = hT
i + hT

j , これと異
なる第 i′ ，第 j′ ビットに誤りがあれば s′ = hT

i′ + hT
j′ ,となる．これらが互いに異な

れば区別できるから s �= s′, すなわち hT
i + hT

j + hT
i′ + hT

j′ �= 0 でなければならない．
第 l ビットに誤りのある 1 ビット誤りのシンドローム s′′ とも区別できなければなら
ないから，結局 H の 4 個以下の列ベクトルの 2 を法とする和が非ゼロでなければなら
ない．一般に t = � d−1

2
� 個以下の誤りを訂正するには H の任意の 2t = d − 1 個以下

の列ベクトルが線形独立でなければならない． □

† 誤りベクトル ei は重み最小のコセットリーダ ci である．
†† d − 1 個以下の列ベクトルの和が非ゼロと同じ．
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［例 2.1.5 ］(15, 7, 5) 符号のパリティ検査行列 H の例を式 (2.1.15)に示す．

H =

2
66666666666664

100010011010111

010011010111100

001001101011110

000100110101111

100011000110001

000110001100011

001010010100101

011110111101111

3
77777777777775

. (2.1.15)

□

定理 2.1.7は，もし H の d 個の列の和が 0ならば，vHT = 0 であるから重
み d の符号語が存在し，d − 1 以下の重みの非ゼロの符号語は存在しいことか
ら容易に理解できる．ここで，非ゼロの符号語 v の重みは少なくとも d であ
るからである．このことは，任意の d − 1 個以下の非ゼロ誤りベクトル e が
s = eHT �= 0 を満足することを示している．したがって，もし s が対応する
e に対してすべて異なるならば，シンドロームより誤り訂正が可能であること
もわかる．
最後に，限界距離復号 (BDD)法による符号の性能を評価するための定理を
与える．

［定理 2.1.8 ］2元 (n, k, d) 符号において，任意の t 個以下の誤り訂正をし，
t + 1 個以上の誤りは復号できない（誤り検出）か，もしくは復号誤りを生ず
るような復号法により復号されるとする．このとき，誤り確率 ε の 2元対称通
信路において，正しく復号される確率 P (C) は次式で与えられる．

P (C) =
t∑

i=0

(
n

i

)
εi(1− ε)n−i, (2.1.16)

ここで，t = �(d − 1)/2� である． □

（証明） t + 1 個以上の誤りは訂正の対象としていないから，求める P (C) は t 個以下
の全ての誤りが生ずる確率の和で与えられる． □

なお，このとき式 (2.1.7)において，Ai =

(
n

i

)
, i = 1, 2, · · · , t, Ai =

0, i = t+ 1, t+ 2, · · · , n, である．
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2.2 Hamming符号

Hamming符号 [Ham50]は重要で最もよく知られた符号の 1つである．後
で述べるように，重み t 以下のすべてのパターンをコセットリーダとし，それ以
外のパターンをコセットリーダとしてもたない符号を完全符号 (perfect code)
という†．Hamming符号は数少ない完全符号の 1つである．

［定義 2.2.1 ］(Hamming符号) m 行 2m − 1 列のパリティ検査行列 H を
考える．2元 (n, k, d) Hamming符号は，すべてゼロのパターンを除く長さ m

のすべての可能なパターンを列ベクトルとするパリティ検査行列 H で定義さ
れる符号である． □

2m − 1 個の任意の 2つの列の和は非ゼロであるから，定理 2.1.7より次の結
果を得る．

［定理 2.2.1 ］2元 (n, k, d) Hamming符号はすべての単一誤りを訂正でき
る．ここで，パラメータは次式で与えられる．

n = 2m − 1, (2.2.1.a)

k = 2m − m − 1, (2.2.1.b)

d = 3. (2.2.1.c)

□

（証明）定義 2.2.1より n, k は明らか．また，パリティ検査行列 H の列ベクトルはすべ
て異なるから任意の 2つの列の和は 0とはならない．すなわち，d − 1 = 2 である．□

［例 2.2.1 ］2元 (7, 4, 3) Hamming符号のパリティ検査行列 H の 1つの例は

H =

2
64 0001111

0110011

1010101

3
75 , (2.2.2.a)

で与えられる．ここで，H の列は誤りの生じた位置をシンドロームが 2進で直接示す
ように配置している．例えば，e = 0001000 なら s = 100 であり，s は 2進数で 4

† 例 2.1.3の符号は重み 1のすべてのパターン (e1, e2, · · · , e6) をコセットリーダにもつが，
重み 2のパターン (e7) を 1つコセットリーダにもつから完全符号ではない．
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であるから，e の 4ビット目に誤りが生じたことを示している．なお，2元 (7, 4, 3)

Hamming符号の他の例は

H =

2
64 0111100

1011010

1101001

3
75 , (2.2.2.b)

で与えられる（例 2.1.3はこの符号の短縮符号である）．さらに，他の例として

H =

2
64 1001110

0100111

0011101

3
75 , (2.2.2.c)

のように選ぶと，図 2.2.1のような符号語が得られる（例 2.5.1 (1)巡回 Hamming符
号参照）． □

0000000 0001011

1110100 1000101

0111010 1100010

0011101 0110001

1001110 1011000

0100111 0101100

1010011 0010110

1101001 1111111

図 2.2.1: 2元 (7,4,3) Hamming符号の符号語の例

［定理 2.2.2 ］(n, k, d) 線形符号において，d を奇数とする．これに偶数パリ
ティ検査記号を付加して，(n+ 1, k, d′) 拡大 (extended)線形符号が得られる．
ここで，d′ = d+ 1 である． □

（証明） (n, k, d) 線形符号を C，(n + 1, k, d′) 拡大線形符号を C′ とする．∀v, v′ ∈ C′

に対し附加した偶数パリティ検査記号が同じならば，minv �=v′ DH(v, v′) = d，違って
いれば，minv �=v′ DH(v, v′) = d + 1 である．符号 C′ の符号語の重みは偶数であるか
ら符号 C′ の最小距離も偶数である．したがって，d が奇数のとき，符号 C′ の最小距離
は d′ = d + 1 である†． □

［定理 2.2.3 ］(n, k, d) 線形組織符号において，s 個の情報記号を除去して
(n − s, k − s, d′) 短縮 (shortened)符号が得られる．ここで，d′ ≥ d である．

† もし d が偶数ならば，符号 C′ の最小距離は d または d + 1 である．
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□

（証明） s 個をあらかじめ 0と考えればよい．このような部分符号を考えても最小距離
は小さくはならない†． □

［定理 2.2.4 ］(n, k, d) 線形組織符号において，s 個の検査記号を除去して
(n−s, k, d′) 削除 (punctured)符号が得られる．ここで，d′ ≥ d−s, s < n−k

である． □

（証明）最小距離 d にある任意の 2つの符号語において削除した s 個がすべて異なると
すれば，d′ = d − s である．重み d の符号語の非ゼロの記号の位置が削除した s 個の
記号の位置と異なるとき，d′ ≥ d − s + 1 となる可能性がある． □

定理 2.2.3，定理 2.2.4は非線形符号に対しても成り立つ．

［系 2.2.1 ］2元 (n, k, d) 拡大Hamming符号は単一誤りの訂正，二重誤り
の検出ができる．ここで，パラメータは次式で与えられる．

n = 2m, (2.2.3.a)

k = 2m − m − 1, (2.2.3.b)

d = 4. (2.2.3.c)

□

（証明） 定理 2.2.2より明らか． □

2.3 Golay符号

Golay符号 [Gol49]も，完全符号の 1つとして知られている．まず，次式が
成り立つことに注意しよう．

212
[(

23

0

)
+

(
23

1

)
+

(
23

2

)
+

(
23

3

)]
= 223. (2.3.1)

これは，2元 (23, 12, 7) Golay符号が完全符号であることを示している．次
式にそのパリティ検査行列の PT の例を与える [Gol49]．

† パリティ検査行列 H の列をうまく選べば符号の最小距離が増加する可能性がある．
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PT =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

100111000111

101011011001

101101101010

101110110100

110011101100

110101110001

110110011010

111001010110

111010100011

111100001101

011111111111

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.3.2)

［定理 2.3.1 ］2元 (23, 12, 7) Golay符号 G23 は完全符号である． □

（証明） 演習問題 [問 5.1]参照． □

この他，3元 (11, 6, 5) Golay符号も完全符号である．しかし，次式が成り立
つにもかかわらず，2元 (90, 78, 5) 符号は存在しないことが証明されている．

278
[(

90

0

)
+

(
90

1

)
+

(
90

2

)]
= 290. (2.3.3)

また，自明でない q 元完全符号は，Hamming符号またはGolay符号と同一の
パラメータを持つ．ここで，q は素数のべき乗である．
定理 2.2.2は 2元 (23, 12, 7) Golay符号 G23 から，興味ある性質をもつ 2元

(24, 12, 8) 拡大Golay符号 G24 を導く．

［定理 2.3.2 ］拡大Golay符号 G24 は自己双対符号，すなわち G⊥
24 = G24 で

ある． □

（証明） 演習問題 [問 5.2]参照． □

拡大Golay符号 G24 の符号語の重みは 4の倍数である．また符号 G24 のす
べての符号語から任意の位置の 1つの記号を除去して符号 G23 が得られる．
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2.4 Reed-Muller符号

Reed-Muller(RM)符号 [Ree54][Mul54]は，広範なパラメータをもつ符号
の集合である．直交符号より拡張して得られる．
長さ n = 2m の 2つの 2元ベクトル a, b を

a = (a1, a2, · · · , an), (2.4.1.a)

b = (b1, b2, · · · , bn), (2.4.1.b)

とする．ここで，m は任意の正整数である．ベクトル積 ab を次式で定義する．

ab = (a1b1, a2b2, · · · , anbn). (2.4.2)

いま，m = 4, n = 16 のとき RM符号の基底 r0, r1, · · · , r4 を次のように与
える．

r0 = 1111111111111111,

r1 = 0000000011111111,

r2 = 0000111100001111, (2.4.3)

r3 = 0011001100110011,

r4 = 0101010101010101.

なお，m > 4 の場合も同様である．

［定義 2.4.1 ］m+1個の長さ n = 2mの基底 r0, r1, · · · , rmと r1, r2, · · · , rm

の r 個までのすべての組合せのベクトル積を基底とする線形ベクトル空間を r

次 (n, k, d) RM符号と呼ぶ．ただし，m > r とする． □

［定理 2.4.1 ］r 次 (n, k, d) RM符号のパラメータは次式で与えられる．

n = 2m, (2.4.4.a)

k = 1 +

(
m

1

)
+ · · ·+

(
m

r

)
, (2.4.4.b)

d = 2m−r. (2.4.4.c)

□
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（証明） 演習問題 [問 2.5]参照． □

［例 2.4.1 ］m = 4, r = 3 のとき，15 × 16 の生成行列 G は

G =

2
6664

G0

G1

G2

G3

3
7775 , (2.4.5.a)

ただし

G0 =［ r0 ］,

G1 =

2
6664

r1

r2

r3

r4

3
7775 ,

G2 =

2
666666664

r1r2

r1r3

v1r4

r2r3

r2r4

r3v4

3
777777775

, (2.4.5.b)

G3 =

2
6664

r1r2r3

r1v2r4

v1r3r4

r2r3v4

3
7775 ,

で与えられる．このとき，3次 (16, 15, 2) RM符号が得られる． □

［例 2.4.2 ］Mariner 9号には，画像伝送のため 1次 (32, 6, 16) RM符号が用いられ
ている． □

式 (2.4.3)で

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r0

r1

...

r4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.4.6)

とおけば，H は (2m, 2m −m− 1, 4) 拡大Hamming符号のパリティ検査行列
に等しい．ただし，m = 4 である．したがって，これは一般に m − 2 次 RM
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符号である．また，G = [G0, G1, G2]T とおけば，2次 (16, 11, 4) RM符号が
得られる．RM符号は直交符号を基本としているため，復号化が容易という特
長をもつ．

2.5 巡回符号

巡回符号 (cyclic code)は最もよく研究された符号の 1つで，多くの性質が知
られた重要な符号である．巡回符号は符号化比率の点でも優れ，バースト誤り
(burst error)訂正能力ももつ線形符号である．

［定義 2.5.1 ］(巡回符号) 線形かつ符号語の巡回置換もまた符号語であるよ
うな符号 C を巡回符号と呼ぶ． □

定義 2.5.1より

v = (v0, v1, v2, · · · , vn−1) ∈ C, (2.5.1.a)

のとき

vc = (vn−1, v0, v1, · · · , vn−2) ∈ C, (2.5.1.b)

である†．ここで，vi ∈ GF (2), i = 1, 2, · · · , n, である．

［例 2.5.1 ］

(1) 例 1.2.2の (5, 1, 5) 反復符号，例 2.2.1，式 (2.2.2.c)の (7, 4, 3) Hamming符号
は巡回符号である．

(2) 次の (n, k, 2) 符号は巡回置換に関し閉じている．ここで，k = log2 n である．

v1 = (1, 0, 0, · · · , 0),

v2 = (0, 1, 0, · · · , 0),

... (2.5.2)

vn = (0, 0, 0, · · · , 1).

しかし，この符号は線形ではないから巡回符号ではない．また符号語の重みは常
に 1で

DH(vi, vj) = 2,　 i≠ j, i, j = 1, 2, · · · , n, (2.5.3)

であるから，等距離符号 (equi-distance code)と呼ばれる．
† 前の記述では v = (v1, v2, · · · , vn)としたが，後の多項式表現のため v = (v0, v1, · · · , vn−1)
のように表わす．
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□

代数的記述を容易にするために，符号語 (符号ベクトル) v を

v = (v0, v1, v2, · · · , vn−1), (2.5.4)

とするとき，これを符号語多項式 v(x)

v(x) = v0 + v1x+ · · ·+ vn−1x
n−1, (2.5.5)

に対応させる．

［例 2.5.2 ］ベクトル v = 1001011 は v(x) = 1 + x3 + x5 + x6 と表現される．□

いま，v(x) に x を乗じ，xn − 1 を法とする多項式を求めると
xv(x) = v0x+ v1x

2 + · · ·+ vn−2x
n−1 + vn−1x

n

= vn−1 + v0x+ · · ·+ vn−2x
n−1　 mod xn − 1, (2.5.6)

となり，これは v を右に巡回置換したベクトルに対応する．代数的に言えば，
後で述べるように環 (ring) Rn のイデアル (ideal) I は，もし v(x) ∈ I ならば
xv(x) ∈ I であるような Rn の線形部分空間である．したがって，v(x) ∈ I な
らば ∀a(x) ∈ Rn に対し a(x)v(x) ∈ I である．よって，長さ n の巡回符号は
多項式環 Rn のイデアルである．
いま，情報記号ベクトルを u = (u0, u1, · · · , uk−1) とし

u(x) = u0 + u1x+ · · ·+ uk−1x
k−1, (2.5.7)

と表わそう．さらに，生成多項式 (generator polynomial) G(x) を

G(x) = g0 + g1x+ · · ·+ gn−kxn−k, (2.5.8)

で与える．G(x) は巡回符号 C の 0 でない最小次数の符号語多項式である．こ
こで，G(x)|xn − 1，すなわち G(x) は xn − 1 を割り切る．このとき，符号語
v = (v0, v1, · · · , vn−1) より符号語多項式 v(x) は次の定理で与えられる．

［定理 2.5.1 ］情報記号多項式を u(x)，生成多項式を G(x), degG(x) = n−k

とするとき，次式で与えられる符号語多項式 v(x) の集合は符号長 n，情報記
号数 k の巡回符号 C である．

v(x) = u(x)G(x), (2.5.9)
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ここで deg u(x) < k, G(x)|xn − 1 である†． □

（証明） v(x) ∈ Cとする．巡回置換した xv(x) (mod xn − 1)も符号語であり，∀i > 1，
xiv(x) (mod xn − 1) ∈ C である．C は線形符号であるから，これらの線形結合も巡回
符号である．すなわちX

i

aix
iv(x) = a(x)v(x) (mod xn − 1) ∈ C, ai ∈ {0, 1} (2.5.10)

である．いま，任意の符号語 v(x)が

v(x) = q(x)G(x) + r(x) (2.5.11)

になったとする．ただし，deg r(x) < deg G(x)である．したがって

r(x) = v(x) − q(x)G(x) (2.5.12)

となる．deg v(x) ≤ n − 1，deg q(x)G(x) ≤ n − 1であり，q(x)G(x) ∈ C であるか
ら，r(x) ∈ C である．ところが，deg r(x) < deg G(x)より r(x) = 0でなければなら
ない．よって，

∀v(x) = q(x)G(x) (2.5.13)

となる． □

式 (2.5.9)より明らかな通り，任意の u(x) に対する v(x) は常に G(x) に
よって割り切られなければならない．

［例 2.5.3 ］G(x) = 1+x+x3 とし情報記号ベクトルが 1001 のとき，u(x) = 1+x3

であるから符号語多項式 v(x) は

v(x) = (1 + x3)(1 + x + x3)

= 1 + x3 + x + x4 + x3 + x6

= 1 + x + x4 + x6, (2.5.14)

となり，符号ベクトルは 1100101 となる． □

例 2.5.3でも明らかな通り，式 (2.5.9)では符号ベクトルの特定の位置に情報
記号ベクトルが現れない．すなわち，非組織符号を生成する．そこで

u(x)xn−k = q(x)G(x) + r(x), (2.5.15)

となるように u(x) に xn−k を乗じ，これを G(x) で割ったときの商を q(x) ，
剰余を r(x) とすると次の定理が得られる．

† 定義 2.5.1に代わり，これを巡回符号の定義とすることもある．前に述べた通り mod xn − 1
の多項式環の剰余類環のイデアルとしても定義できる．
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［定理 2.5.2 ］組織的巡回符号の符号語 v(x) は

v(x) = u(x)xn−k − r(x)

= q(x)G(x), (2.5.16)

として生成される． □

［例 2.5.4 ］例 2.5.3と同一の条件において，組織的巡回符号の符号ベクトルは次の
ようにして求められる．

u(x)xn−k = (1 + x3)x3

= x3 + x6

= (x + x3)(1 + x + x3) + x + x2,

q(x) = x + x3, (2.5.17)

r(x) = x + x2,

v(x) = x + x2 + (1 + x3)x3.

ゆえに，符号ベクトルは 0111001 となる． □

ここで，G(x), xG(x), · · · , xk−1G(x) は，明らかに巡回符号 C の線形独立
な符号語である．したがって，次の定理を得る．

［定理 2.5.3 ］生成多項式 G(x) が式 (2.5.8)で与えられるとき，長さ n の巡
回符号 C の生成行列 G は次式で与えられる．

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g0 g1 · · · gn−k

g0 g1 · · · gn−k 0

0
. . .

g0 g1 · · · gn−k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.5.18)

□

巡回符号は xn − 1 を割り切る多項式 G(x) によりきまるから，イデアルの
直交空間 (null sapce)を用いて次のように完全にきまる．

［定義 2.5.2 ］巡回符号の生成多項式を G(x) とするとき，パリティ検査多項
式 H(x) は次式で与えられる．

H(x) =
xn − 1
G(x)

. (2.5.19)
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□

この結果，符号語 v(x) = u(x)G(x) ∈ C は
v(x)H(x) = u(x)G(x)H(x)

= 0 mod xn − 1, (2.5.20)

となる．また，パリティ検査行列 H は

H(x) = h0 + h1x+ · · ·+ hkxk, (2.5.21)

より

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

hk · · · h1 h0

0 hk · · · h1 h0

. . . 0

hk · · · h1 h0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.5.22)

として与えられる（演習問題 [問 2.7]参照）．ここで，勿論 v ∈ C ならば
vHT = 0, (2.5.23)

である．式 (2.5.21)より次の定理が得られる．

［定理 2.5.4 ］(n, k) 巡回符号 C の双対符号 C⊥ は (n, n − k) 巡回符号で，
その生成多項式 G⊥(x) は次式で与えられる†．

G⊥(x) = xkH(
1
x
). (2.5.24)

□

（証明） 演習問題 [問 2.8]参照． □

［例 2.5.5 ］

(1) 例 1.2.2の (n, 1, n) 反復符号の生成多項式 G(x)，パリティ検査多項式 H(x) は

G(x) = 1 + x + x2 + · · · + xn−1, (2.5.25.a)

H(x) = 1 + x, (2.5.25.b)

で与えられる．したがって，生成行列 G は例 2.1.2の (2)で与えられ，パリティ
検査行列 H は (1)のパリティ検査符号の G に等しい．よって，(n, 1, n) 反復
符号の双対符号は (n, n − 1, 2) パリティ検査符号である．

† f1(x) を m 次の多項式としたとき，f2(x) = xmf1( 1
x
) を f1(x) の相反多項式 (reciprocal

polynomial)という．
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(2) n = 7, k = 4 の巡回符号を考える．

x7 − 1 = (1 + x2 + x3)(1 + x + x3)(1 + x), (2.5.26)

より

G(x) = 1 + x2 + x3, (2.5.27.a)

に選ぶと

H(x) = (1 + x + x3)(1 + x),

= 1 + x2 + x3 + x4 (2.5.27.b)

となる．よって

G =

2
6664

1 0 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1

3
7775 , (2.5.28.a)

H =

2
64 1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

3
75 , (2.5.28.b)

で与えられる．また，定理 2.5.2を用い組織符号より求めると次の通りである．
式 (2.5.16)において u(x) = 1, x, x2, x3 とおくと

G =

2
6664

1 0 1 1

1 1 1 1

1 1 0 1

0 1 1 1

3
7775 . (2.5.29.a)

したがって

H =

2
64 1 1 1 1 0

1 0 1 1 1

1 1 1 0 1

3
75 , (2.5.29.b)

である．これは明らかに，例 2.2.1，式 (2.2.2.c)で示した (7, 4, 3) Hamming符
号に他ならない．

(3) 2元 (23, 12, 7) Golay符号 G23 は巡回符号であり，その生成多項式 G(x) は

G(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1, (2.5.30)
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で与えられる．ここで††

x23 − 1 = (x + 1)G(x)G̃(x), (2.5.31.a)

G⊥(x) = x11G(x−1)

= x12(1 +
1

x
)G̃(

1

x
)

= (x + 1)G(x) (2.5.31.b)

である．

□

式 (2.5.8)を与えたとき

G(x)|xn − 1, (2.5.32)

を仮定した．ここで，G(x)が式 (2.5.32)を満足する最小の整数 nを G(x)の周
期 (period)という．また，m 次の既約多項式の周期は 2m−1 の約数であるが，
最大値 2m − 1 を周期とするとき，これを原始多項式 (primitive polynomial)
という．式 (2.5.32)は，式 (2.5.6)において v(x) を巡回置換した vc(x)，すな
わち

vc(x) = xv(x)− vn−1(xn − 1), (2.5.33)

が G(x) で割り切れるための必要条件である．いま，もしこの条件を除くと，
一般にもはや巡回置換に対し閉じていない．

［定理 2.5.5 ］式 (2.5.32)が成り立たないとき，G(x) で割り切れる n− 1 次
以下の符号語多項式は短縮巡回符号 (shortened cyclic code)である． □

（証明） G(x) の周期を � �= n とし，a� ≥ n となる最小の整数を a とする．こ
のとき，G(x) から生成される符号は長さ a� の巡回符号で，長さ n の符号はこれ
を短縮したものであることを示す．まず，G(x)|x� − 1 から G(x)|xa� − 1，よって
v(x) = u(x)G(x) mod xa� − 1 となる長さ a� の符号語 v(x) の集合は巡回符号であ
る．v(x) の高次の a�−n 個が常にゼロとなる符号語だけを考えると明らかに G(x) で
割り切れ，しかも n − 1 次の多項式で表現できる．したがって，n が � の倍数でない
とき，長さ a� の巡回符号を短縮した符号が得られる． □

††

x23 − 1 = (1 + x)(x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1)(x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x + 1)

= (1 + x)G(x)G̃(x)

とおいている．
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［例 2.5.6 ］次式の G(x) で生成される符号を考える．

G(x) = x16 + x12 + x5 + 1

= (x + 1)P (x), (2.5.34.a)

P (x) = x15 + x14 + x13 + x12 + x4 + x3 + x2 + x + 1, (2.5.34.b)

G(x) は因数分解され P (x) は 15次の既約多項式 (irreducible polynomial) †であるか
ら，この符号は (n, n − 16, 4) 符号で n < 215 − 1 = 32767 のとき短縮巡回符号とな
る††． □

バースト誤りとは，一般に密集した誤りを指す．degG(x) = n − k，長さ b

のバースト誤り多項式を xjb(x), j = 0, 1, 2, · · · , n− b, deg b(x) = b− 1 とす
ると G(x) は xj と互いに素であるから，b− 1 < n− k のとき，G(x) � |xjb(x)

である．したがって，次の定理が得られる．

［定理 2.5.6 ］G(x) で生成される（短縮）巡回符号は長さ n− k 以下のすべ
ての（単一集中）バースト誤りを検出する． □

b > n − k のとき，受信系列から得られる非ゼロシンドロームがランダム
に生起するとすれば，バースト誤りの見逃し確率は，b = n − k + 1 のとき
2−(n−k)+1, b > n − k + 1 のとき 2−(n−k) と考えることができる．

［例 2.5.7 ］式 (2.5.34.a)で与えられる符号のバースト誤りの見逃し確率 Pd は次の
ように与えられる．

b ≤ 16のとき Pd = 0,

b = 17のとき Pd = 2−15 ; 0.00003,

b > 17のとき Pd = 2−16 ; 0.00002.

□

［定理 2.5.7 ］m 次の原始多項式を生成多項式 G(x) とする符号は (2m −
1, 2m − 1− m, 3) Hamming符号である†††． □

（証明） 演習問題 [問 5.3]参照． □

† m 次の多項式が m− 1 次以下の任意の多項式で割り切れないとき，これを既約多項式という
（後出）．

†† この符号は，コンピュータ通信システムなどで広く用いられているもので CRC(cyclic
redundancy check)符号と呼ばれている．

††† これを巡回Hamming符号と呼ぶ．
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［例 2.5.8 ］式 (2.5.27.a) の G(x) は原始多項式である．したがって，n = 23−1 = 7

の例 2.5.5 (2) の符号は巡回Hamming符号である． □

［定理 2.5.8 ］m 次, m ≥ 2, の原始多項式をパリティ検査多項式 H(x) とす
る符号は (2m − 1,m, 2m−1) 符号である．これを最大長系列符号（M系列符
号）と呼ぶ． □

（証明） 全ゼロ以外のすべての符号語は G(x) = xn−1
H(x)

, deg G(x) = n − m となる
G(x) を生成多項式とする長さ n = 2m − 1 の符号が最大長系列符号である†．よっ
て，G(x), xG(x), x2G(x), · · · , xm−1G(x) を基底とする．符号語は全ゼロ多項式と
G(x), xG(x), x2G(x), · · · , xn−2G(x) mod xn − 1 で表されるから非ゼロの符号語の
重みはすべて等しい．ところが，長さ 2m − 1 の非ゼロの最大長系列符号の符号語に
は任意の連続した長さ m のパターンはすべて異なり 2m − 1 個ある††．長さ m のパ
ターン数は 2m 個あり，したがって GF (2) の元はこの中に m2m 個，この内 1 の数は
1
2
m2m = m2m−1 である．非ゼロの最大長系列符号には全ゼロパターンはないから 0

の数は m(2m−1 − 1) である．この数は m 倍重複して数えているから 1の数，すなわ
ち，非ゼロの符号語の重みは 2m−1 である†††． □

非ゼロの任意の 1つの符号語を繰返し並べた系列は 2m − 1 を周期とする
M系列で，0,1が疑似的にランダムに生起し，PN(psudo noise)系列とも呼ば
れる．

［例 2.5.9 ］m = 3 とする．H(x) が式 (2.5.27.a)の右辺で与えられる (7, 3, 4) 最大
長系列符号は，その生成多項式 G(x) が

G(x) =
x7 − 1

H(x)

= 1 + x2 + x3 + x4, (2.5.35)

† したがって，Hamming符号のナル空間である．
†† H(x) を係数とする長さ m の線形フィードバックシフトレジスタの初期値を非ゼロとする．
このとき生成される系列 v0, v1, · · · , vn−1, v0, v1, · · · , vm−2 からとり出した任意の連続し
た長さ m のパターンはすべて異なる．なぜならば，周期が 2m − 1，レジスタのとり得るパ
ターンの数が 2m − 1 であるから，全ゼロでない状態を除き 1周期後にもとにもどるからで
ある．最大長周期系列（M系列）の名はここからきている．

††† 最大長系列符号は式 (q.3.2.1)の Pltokinの上界式を等式で満たす．
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より，2m = 8 個の符号語は

v0 = 0000000,　　v1 = 1011100,

v2 = 0101110,　　v3 = 0010111,

v4 = 1001011,　　v5 = 1100101,

v6 = 1110010,　　v7 = 0111001,

である†． □

演習問題

[問 2.1] 定理 2.1.5を証明せよ．

[問 2.2] 系 2.1.1を証明せよ．

[問 2.3] 符号語の生起確率が等しいとき，最尤復号法は復号誤り確率を最小にするこ
とを示せ．

[問 2.4] 2つのベクトル w1, w2 が同一のシンドロームをもつことと，これらが同一の
コセットに属することは等価であることを示せ．

[問 2.5] 定理 2.4.1を証明せよ．

[問 2.6] 2つの線形符号 (n1, k1, d1) 符号と (n2, k2, d2) 符号をそれぞれ行と列に 2

次元的に配列して得られる (n0, k0, d0) 積符号 (product code)は，n0 = n1n2, k0 =

k1k2, d0 = d1d2, であることを示せ．

[問 2.7] (n, k, d) 巡回符号のパリティ検査行列 H は式 (2.5.22)で与えられることを
示せ．

[問 2.8] 定理 2.5.4を証明せよ．

[問 2.9] n = 7 のM系列を示せ．

† 最大長系列符号は等距離符号である．
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[問 2.10] 誤り確率 ε, 0 ≤ ε < 0.5, の 2元対称通信路において，符号長 n = 2� + 1（
�:正整数）の反復符号を用いるとき，復号誤り確率 P (ε) を求めよ．



3
誤り訂正能力の限界

ここでは，符号の誤り訂正能力の上界と下界を示す．

3.1 Hammingの上界式

もし d ≥ 2t+ 1 ならば，この符号はすべての t 個以下の誤りパターンを訂
正できる．M 個の符号語のそれぞれに対し t 個またはそれ以下の誤りパター
ンの数は

1 +

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

t

)
,

であるから

M

t∑
i=0

(
n

i

)
≤ 2n, (3.1.1)

でなければならない．いま，M = 2k とすると次の定理が得られる．

［定理 3.1.1 ］(Hammingの限界式) 2元 (n, k, 2t + 1) 線形符号は次式を
満足する．

n − k ≥ log2[
t∑

i=0

(
n

i

)
]. (3.1.2)

□

n → ∞ としたときの漸近式として

1− k

n
≥ Hb(

t

n
), (3.1.3)

37
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を得る．ここで

lim
n→∞

1
n
log2[

j∑
i=0

(
n

i

)
] = Hb(

j

n
),　 j <

n

2
, (3.1.4)

Hb(x) = −x log2 x − (1− x) log2(1− x),

　 0 ≤ x ≤ 1, (3.1.5)

を用いた [Pet61]．

［定義 3.1.1 ］(完全符号) もし式 (3.1.2)の等式が成り立つ符号が存在すれ
ば，その符号を完全符号 (perfect code)と呼ぶ． □

次の 3つの線形符号は，完全符号として知られている†．

(1) 反復符号（例 1.2.2），ただし符号長 nは奇数
(2) Hamming符号（定理 2.2.1）
(3) (23, 12, 7) Golay符号 [Gol49]（定理 2.3.1）

3.2 Varshamov-Gilbertの下界式

定理 2.1.7を用いてパリティ検査行列を構成してみる．もし d − 1 個以下の
列ベクトルの線形結合が非ゼロですべて異なる††ような行列が見つかれば，こ
れをパリティ検査行列とする符号は，(n, k, d) 符号である．どのような条件で
あれば，このようなパリティ検査行列が作れるか考えよう．
まず，長さ n − k の非ゼロ列ベクトルを考える．第 j ステップ，j =

1, 2, · · · , n, で d − 2 個以下の列ベクトルが線形独立であるような行列 Hj =

[h1, h2, · · · , hj−1], h0 = φ, が既に得られているとする．j = 1 では任意の非
ゼロベクトルを選べばよい．これを h1 とする．j = 2では，h1 と異なる非ゼロ
ベクトルを選びこれを h2, h2 �= h1, とする．j = 3 では h1, h2 と線形独立と
なる非ゼロベクトル h3を選ぶ．すなわち，h2 �= h1, h3 �= h2, h3 �= h1+h2

である．一般に第 j ステップでは h1, h2, · · · , hj−1 の任意の d − 2 個の線形
結合 c1h1+ c2h2+ · · ·+ cj−1hj−1, ci ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , j − 1, が hj に
等しくならないように選べば，h1,h2, · · · ,hj の任意の d− 1 個以下の線形結
合は非ゼロである．列ベクトル h1, h2, · · · , hj−1 の任意の d− 2 個以下の線形

† 極めて特殊な場合として，(n, n, 1) 符号，(n, 0) 符号を加えることがある．
†† d − 1 個以下の列ベクトルが線形独立．



3.2. Varshamov-Gilbertの下界式 39

結合によって得られるベクトルの数が，長さ n− k のすべての非ゼロベクトル
の数より小さければもう 1つの列ベクトル hj を選ぶことができる．すなわち(

j − 1
1

)
+

(
j − 1
2

)
+ · · ·+

(
j − 1
d − 2

)
< 2n−k − 1, (3.2.1)

のとき，もう 1つのベクトル hj をつけ加えることができる．ここで，式 (3.2.1)
を満足する j の最大値を n とすると(

n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

d − 2

)
≥ 2n−k − 1, (3.2.2)

を満足する (n, k, d) 符号が存在する．式 (3.2.2)は符号長 n，情報記号数 k の
符号で達成できる最小距離 d の下界を与える．

［定理 3.2.1 ］(Varshamov-Gilbert(V-G)の限界式) 次式を満足する 2
元 (n, k, d) 線形符号を構成することが可能である．

n − k ≤ log2[
d−2∑
i=0

(
n

i

)
]. (3.2.3)

□

n → ∞ においては

Hb(
d − 2
n − 1) 
 Hb(

d

n
), (3.2.4)

が成り立つから，式 (3.1.3)と同様に次式が成り立つ．

1− k

n
≤ Hb(

d

n
). (3.2.5)

定理 3.1.1 の式 (3.1.2)は符号語から半径 t の超球が互いに交らないで全空
間 Bn をうめつくすような符号語の数 M = 2k の限界を与える必要条件であ
る.一方，式 (3.2.1)は (n, k, d) 符号が必ず実現し得ることを保証する M の
限界を考える十分条件であり必要条件ではないことに注意する．d = 3，すな
わち t = 1 とすると，式 (3.1.2)より 2n−k ≥ 1 + n，同時に式 (3.2.2)より
2n−k − 1 ≤ n が成り立つ．したがって，n = 2n−k − 1 は t = 1 に対する必要
十分条件である†．
符号長 n → ∞ の限界式を図 3.2.1に示す．ここで，δ(r) = limn→∞ d

n , r =
k
n , を漸近的距離比 (asynptotic distance ratio)という．また，H−1

b (·) は式
(3.1.5)で定義した 2元エントロピー関数 Hb(·) の逆関数である．

† Hamming符号は式 (2.2.1.a)，式 (2.2.1.b)より等式が成り立つ．
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1.00.50

0.5

1.0

δ(r)
漸近的距離比

符号化比率 r =
k

n

G-V の下界式 : δ(r) = H−1
b (1 − r)

Plotkin の上界式 : δ(r) = 1
2 (1 − r)

Hamming の上界式 :

　　　　　　　 δ(r) = 2H−1
b (1 − r)

図 3.2.1: 2元符号の最小距離（漸近的距離比）の限界 [Pet61]

図 3.2.1 より n → ∞ において V-G下界式を満足する符号が存在するこ
とになるが，現在代数的符号化によりそのような符号はまだ知られていない．
n → ∞ で　 r �= 0 に対し δ �= 0 となる唯一の符号として Justesen符号（後
述）が知られているが V-G下界式にはるかに及ばない．ただし，符号長 n が
有限ではV-G下界式を越える符号を構成することができる．例えば，n ≤ 103
程度の BCH符号（後述）には，V-G下界式を上まわる符号が多数存在する．

演習問題

[問 3.1] 式 (3.1.4)を導け．
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[問 3.2] (Plotkinの上界式) q 元線形 (n, k, d) 符号は次式を満足することを示せ†．

d ≤ nqk−1(q − 1)

qk − 1
. (q.3.2.1)

[問 3.3] (Singltonの上界式) q 元線形 (n, k, d) 符号は次式を満足することを示せ．

d ≤ n + 1 − k. (q.3.3.1)

† 非線形符号にも適用できる．





4
抽象代数の基礎

前章まで，主として行列を用いて符号構成，およびその性質について述べて
きた．実は既に，表 2.1.1でGalois体 GF (2) を用い，また巡回符号の節でも
イデアルを説明している．ここでは新しい符号を導き，さらに詳しく論じるた
めに，若干の数学的準備を行う．

4.1 群，環および体

［定義 4.1.1 ］(群 (group)) 群 G は次の 4つの性質を満足する任意の 2つの
元の演算 ∗ をもつ集合である．
G1. ∀a, b ∈ G ならば a ∗ b ∈ G.

G2. (結合則) ∀a, b, c ∈ G ならば a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

G3. (恒等元) ∀a ∈ G に対し ∃e ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a.

G4. (逆　元) ∀a ∈ Gに対し ∃b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a = e.

□

［注 4.1.1 ］

(1) G の元の数を群の位数 (order)といい，位数が有限のとき有限群 (finite group)と
いう．

(2) ∀a, b ∈ G に対し，a ∗ b = b ∗ a（可換則）が成り立つとき可換群 (commutative

group)，またはAbel群 (Abelian group)という．

(3) 可換群のとき通常 ∗ を +（加法）で表わし加法群 (additive group)という．この
とき，恒等元は 0（ゼロ元），a の逆元は −a で表わす．

(4) 演算 ∗ が ·（乗法）のとき乗法群 (multiplicative group)という．このとき，恒
等元は 1（単位元），a の逆元は a−1 で表わす．可換則は成立しなくてもよい．

43
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(5) S ⊂ G となる群 S を Gの部分群という．∀a, b ∈ S ならば a ∗ b ∈ S である．こ
のとき，G を S で表 4.1.1のように展開することが可能である．G の元は表に唯
一回現われる．また，S の位数（元の数）は G の位数を割り切る．

表 4.1.1: 群の展開表
S s1 = 1 s2 · · · sn

g1S g1 ∗ s1 = g1 g1 ∗ s2 · · · g1 ∗ sn

g2S g2 ∗ s1 = g2 g2 ∗ s2 · · · g2 ∗ sn

...
...

...
...

gmS gm ∗ s1 = gm gm ∗ s2 · · · gm ∗ sn

(6) S ⊂ G となる G の部分群 S において，∀g ∈ G, ∀s ∈ S に対し g−1sg ∈ S ならば
S を正規部分群 (normal subgroup)という．よって可換群の部分群は正規部分
群である．

□

［例 4.1.1 ］無限群 (infinite group)

(1) すべての実数（有理数，複素数）の集合 R (Q, C) は通常の加法に関し群をなす．

(2) すべての正および負の整数と 0の集合 Z は加法に関し群をなす．
(3) 0を除くすべての実数（有理数，複素数）の集合 R (Q, C) は乗法に関し群をなす．

(4) n 次正則行列は，行列の加法に対し可換群であるが，行列の乗法に関し非可換群を
なす．

□

［例 4.1.2 ］有限群 (finite group)

(1) Zp = {0, 1, 2, · · · , p − 1} とする．0を除く Zp は p を法とする乗法群をなす．
ただし，p は任意の素数とする．また，これは可換群である．

(2) 唯一の（単位）元 e の集合 {e} は群をなす．
(3) Zr は r を法とする加法群をなす．ここで，ある整数 r で割った余りの等しい組

{0}, {1}, {2}, · · · , {r− 1} を剰余類 (residue class)という．特に，Z2 = {0, 1}
の演算は表 2.1.1の + で与えられる．

(4) S が G の正規部分群のときコセットの集合は群をなす．例えば，Z の素数 p によ
る剰余類は加法群をなす（表 4.1.2参照）．

(5) 1の n 乗根 ρj = ei(2πj/n) = cos(2πj/n) + i sin(2πj/n), j = 0, 1, 2, · · · , n − 1

は乗法群をなす．また，これは可換群である．ここで，i =
√−1 である．
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p = 3のとき

{0} = {· · · ,−6,−3, 0, 3, 6, · · · },

{1} = {· · · ,−5,−2, 1, 4, 7, · · · },

{2} = {· · · ,−4,−1, 2, 5, 8, · · · }.
+ {0} {1} {2}
{0} {0} {1} {2}
{1} {1} {2} {0}
{2} {2} {0} {1}
表 4.1.2: 加法群の例

□

［定理 4.1.1 ］恒等元および各元の逆元はそれぞれ唯一つ存在する． □

（証明） 加法群を仮定する．2つの零元 0と 0′ が存在するとき，G3より

0 = 0 + 0′ = 0′ + 0 = 0′,

となり 0 = 0′ である．同様にある元 a ∈ G に対し 2つの逆元 −a, (−a)′ が存在する
とき，G4より

−a = 0 + (−a) = (−a)′ + a + (−a) = (−a)′ + 0 = (−a)′,

となり −a = (−a)′ である．乗法群も同様である． □

［定義 4.1.2 ］(環 (ring)) 環 R は，次の 4つの性質を満足する 2つの演算，
加法 + および乗法 · をもつ集合である．
R1. R は加法群である．
R2. ∀a, b ∈ R ならば a · b ∈ R.

R3. (結合則) ∀a, b, c ∈ Rならば a · (b · c) = (a · b) · c.
R4. (分配則) ∀a, b, c ∈ Rならば a · (b+ c) = a · b+ a · c,
　 (b+ c) · a = b · a+ c · a.

□

［注 4.1.2 ］a · b = b · a のとき可換環 (commutative ring)という． □
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［例 4.1.3 ］

(1) すべての実数（有理数，複素数） R (Q, C) の集合は通常の加法，乗法に関し環を
なす．

(2) Z は加法，乗法に関し環をなす．これを整数環 (integer ring)という．

(3) 整数係数の不定元 x の多項式 a(x) の集合は可換環をなす．単位元は a(x) = 1 で
ある．

(4) 整数または実数を要素とする行列は行列の加法，乗法に関し非可換環をなす．単位
元は単位行列である．

□

［例 4.1.4 ］

(1) 唯一つの（ゼロ）元 0の集合 {0} は次の演算に関し環をなす．
0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0.

(2) Z2 = {0, 1} は次の演算に関し環をなす．
1) 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1,

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

2) 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1,

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 1 · 1 = 0.

(3) Zr = {0, 1, 2, · · · , r − 1} は r を法とする加法，乗法に関し環をなす．これを剰
余類環 (residue class ring)という．

□

［定義 4.1.3 ］(イデアル (ideal)) I ⊂ R となるイデアル I は次の性質をもつ
集合である．

I1. I は R の加法に関する部分群である．
I2. ∀a ∈ I, ∀r ∈ R ならば，a · r ∈ I, r · a ∈ I.

□

［注 4.1.3 ］

(1) 注 4.1.1 (5)において部分群 S は a ∈ S かつ b ∈ S のとき，a ∗ b ∈ S，イデアル
I は a ∈ I または b ∈ I のとき，a · b ∈ I である．表 4.1.2と同様，R を I で展
開できる．

(2) 整数環のある部分集合がイデアルであるための必要十分条件は，v ∈ I が I の正の
最小の元 g の倍数でなければならない（演習問題 [問 4.1]参照）．多項式環も同
様である．
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□

［例 4.1.5 ］

(1) 剰余類を元とする集合は環をなす．これを剰余類環 (residue class ring)という．
例 4.1.2 (4)において {0} はイデアルである．

(2) 注 4.1.3 (2)より巡回符号はイデアルの性質をもつ．すなわち，xn − 1 を法とする
多項式環の剰余類環のイデアルが巡回符号である．

□

［定義 4.1.4 ］(体 (field)) 体 F は次の 3つの性質を満足する 2つの演算，加
法 + および乗法 · をもつ集合である．
F1. F は加法群である．
F2. ∀a, b ∈ F ならば，a · b ∈ F．また，非ゼロ元は乗法のもとに可換群をな

す†．
F3. (分配則) ∀a, b, c ∈ F ならば，a · (b+ c) = a · b+ a · c,
　 (b+ c) · a = b · a+ c · a.

□

［注 4.1.4 ］

(1) 単位元をもち，すべての非ゼロ元が乗法に関し逆元をもつ可換環が体である††．非
可換のとき斜体という．

(2) 整数 r を法とする整数環は r が素数のとき体をなす（演習問題 [問 4.3]参照）．

□

［例 4.1.6 ］

(1) すべての実数（有理数，複素数） R (Q, C) の集合は通常の加法，乗法に関し体を
なす．

(2) すべての整数の集合は体ではない†††．

□

［例 4.1.7 ］

† 任意の a, b ∈ F に対し ax = b を満足する x ∈ F が一意に存在する．
†† 環においては加減乗の 3 つの演算は可能であるが，乗法の逆元が定義されていないから一般
に除算はできない．体においては 4 則演算が可能となる．

††† 1 以外の元に乗法に関する逆元が存在しない．
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(1) Zp は p を法とする加法，乗法に関し体をなす．ただし，p は素数である．これを
剰余類体 (residue class field)という．p が素数でないときは体にはならない．
例えば，4を法とする乗法では 2 × 2 = 0 となり 0でない数をかけて 0となる．
また 2 × 1 = 2, 3 × 2 = 2 となり 2の逆元が 2つ存在する（演習問題 [問 4.2]

参照）．

(2) Z2 = {0, 1} は体をなす．その演算を表 2.1.1に示す．G3よりゼロ元 0，F2より
単位元 1をもつ位数の最も小さい体である．

□

［定義 4.1.5 ］(Galois体 (Galois field)，有限体 (finite field)，素体 (prime
field)) p 個の元からなる体を Galois体といい，GF (p) で表わす．ここで，p

は素数である．また，p をGalois体の標数 (characteristic)とよぶ†． □

［例 4.1.8 ］例 4.1.7(1)は GF (p) である．p = 3 の演算を表 4.1.3に示す． □

表 4.1.3: GF (3) の演算
+ 0 1 2 　　 · 0 1 2

0 0 1 2 0 0 0 0

1 1 2 0 1 0 1 2

2 2 0 1 2 0 2 1

4.2 Galois体

GF (p) 上の m 次の多項式 P (x) を次式のように与える．

P (x) = fmxm + fm−1x
m−1 + · · ·+ f1x+ f0, (4.2.1)

　 fm �= 0, fi ∈ GF (p), i = 0, 1, 2, · · · ,m,

ここで，fm = 1 のときこの多項式をモニック多項式 (monic polynomial)と
いう．注 4.1.4 (2)と同様に，次の定理が得られる（演習問題 [問 4.3]参照）．

［定理 4.2.1 ］m − 1 次の多項式 P (x) を法とする GF (p) 上の多項式環は
P (x) が既約 (irreducible)のとき体をなす††． □

† 後に示すように，Galois体の位数は必ず標数 p のべき乗である．
†† P (x) が m− 1 次以下，m ≥ 1, の任意の多項式で割り切れないとき，P (x) を既約多項式と
いう．
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［例 4.2.1 ］実数体上の既約多項式 P (x) = x2 + 1 を法とする実係数の多項式環を考
える．x を含む剰余類を {x} = i, i2 = −1, とすると，P (i) = 0 であるから剰余類体
の要素は a + bi, a, b ∈ R で与えられる．このように x2 + 1 は実数体上では既約であ
るが複素数体上では可約で x2 + 1 = (x + i)(x − i) と因数分解される． □

［例 4.2.2 ］GF (2)上の多項式 P (x) = x2+1を法とする剰余類環 {{0}, {1}, {x}, {x+

1}} は x2 + 1 = (x + 1)(x + 1) となり可約であるから体をなさない†． □

P (x) は GF (p) では根をもたないが，pm 個の元からなる体を考えれば根を
もつ．そこで，pm 個の元をもつGalois体に拡張する．

［定義 4.2.1 ］(拡大体 (extended field)) GF (p) を基礎体 (ground field)と
するとき，P (x) から導かれる GF (pm) を m 次の拡大体と呼ぶ．ここで，P (x)

は GF (p) 上の次数 m の既約多項式である．また，Galois体の元の数 pm を
位数 (order)という． □

［例 4.2.3 ］GF (2) 上の既約多項式 P (x) = x2 +x+1 から導かれる拡大体 GF (22)

を考える．明らかに

P (x) = 0　 mod P (x), (4.2.2)

より根，すなわち剰余類 {x} = α は P (α) = 0 を満足する．{0, 1} ∈ GF (2) に α を
付加して多項式の剰余類環からなる GF (22) の元は

{0, 1, α, 1 + α} ∈ GF (22), (4.2.3)

α2 + α + 1 = 0 より，式 (4.2.3)または

{0, 1, α, α2} ∈ GF (22), (4.2.4)

となる．表 4.2.1に GF (22) の演算を示す．これは体をなしていることがわかる． □

表 4.2.1: GF (22) の演算
+ 0 1 α α2 　　 · 0 1 α α2

0 0 1 α α2 0 0 0 0 0

1 1 0 α2 α 1 0 1 α α2

α α α2 0 1 α 0 α α2 1

α2 α2 α 1 0 α2 0 α2 1 α

† {x + 1}{x + 1} = 0 となるから非ゼロの 2つの元を乗じて 0となる．
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Galois体には必ず 0と 1を元として含む．GF (p) の元は素数 p を法とする
整数の剰余類環 {0}, {1}, · · · , {p− 1} で定義できる．通常，これらの元を単に
0, 1, · · · , p− 1 で表す．位数が p のGalois体は，p を法とする整数の剰余類環
と同型である．すなわち，位数が素数 p の 2つの Galois体は，両者の元の対
応が一意にきまる†．例 4.1.7 (1)に指摘した通り，α → 2, α2 → 3 として Z4

で 4を法とした演算は体にならない．そこで，定理 4.2.1より GF (p) 上の m

次の既約多項式 P (x) を用いて，位数 q = pm の拡大体を構成する††．

［定理 4.2.2 ］位数 q が素数のべき乗のときに限り，Galois体 GF (q) が存
在する． □

［定理 4.2.3 ］標数 p のGalois体 GF (q), q = pm, において，α, β ∈ GF (q)

に対し次式が成り立つ．

(α+ β)p = αp + βp. (4.2.5)

□

（証明） 式 (4.2.5)を 2項展開する．

(α + β)p = αp +

 
p

1

!
αp−1β + · · · + βp. (4.2.6)

係数

 
p

i

!
, 1 ≤ i ≤ p−1, は p を因数としてもつ．よって，GF (p) において p = 0

より，式 (4.2.5)が成り立つ． □

［定義 4.2.2 ］α ∈ GF (pm), α �= 0, に対し，m(α) = 0 となる GF (p) 上の
最高次の係数が 1のモニック多項式を考える．その中で最小次数の多項式を元
α の最小多項式 (minimal polynomial)という． □

［定理 4.2.4 ］最小多項式 m(x) は

(i) GF (p) 上で既約多項式である．
(ii) その次数は m 以下である．

† Galois体の元 0, 1以外を α, β, γ, · · · と表しても 2, 3, · · · , p− 1 と表しても，名前のつけ方
を除けばすべて同一である．すなわち，位数が素数 p のGalois体 GF (p) は p を法とする
算法以外に存在しない．

†† 基礎体を GF (q) とすれば，同様に m′ 次の GF (q) 上の既約多項式を用いて GF (qm′
) を

構成することができる．
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□

（証明） (i) m(x) が既約でなく m(x) = m1(x)m2(x) とすると m1(α) = 0 または
m2(α) = 0 となり m(x) より次数の小さな m1(x)，または m2(x) が存在し矛盾する．
したがって，m(x) は既約である．
(ii) 次数 m の多項式 f(x) の剰余類環は，m 次元ベクトル空間をなす．すなわち，多
項式 r(x) のスカラー a ∈ GF (p) による乗算を a{r(x)} = {ar(x)} で定義すれば，剰
余類環はベクトル空間の公理をすべて満たす．{1}, {x}, {x2}, · · · , {xm−1} は m 次元
空間を張るから任意の剰余類は次数 m 未満の多項式により表わされ

{a0 + a1x + · · · + am−1x
m−1}

= a0{1} + a1{x} + · · · + am−1{xm−1}, (4.2.7)

となる．上式が 0となるのは，a0 = a1 = · · · = am−1 = 0 のときを除き f(x) で割り
切れるときに限るが，これは不可能である．よって，m 次以下の多項式 m(x) が存在
し m(α) = 0 となる．このことは，m + 1 個の 1, α, α2, · · · , αm を考えると必ず線形
従属となり，すべて 0ではない f0, f1, · · · , fm ∈ GF (p) に対し

f0 + f1α + · · · + fmαm = 0, (4.2.8)

から少くとも

f(x) = f0 + f1x + · · · + fmxm, (4.2.9)

が存在し，f(α) = 0 でなければならない．したがって，m(x) の次数は m 以下であ
る． □

［定理 4.2.5 ］GF (p) 上の多項式 f(x) に対し f(α) = 0, α ∈ GF (pm), な
らば m(x)|f(x) である． □

（証明） Euclidの互除法を用いて m(x) � |f(x) ならば

f(x) = q(x)m(x) + r(x),　deg m(x) > deg r(x), (4.2.10)

である．ここで，x = α とすれば r(α) = 0 でなければならない．これは m(x) が最
小多項式であるという仮定に反する． □

位数が有限の乗法群 (multiplicative group) G とは g ∈ G, g �= 0, のとき，
g2 ∈ G, g3 ∈ G, · · · , ge = 1, e > 0, となる群で，最小の整数 e を位数という．
したがって，1, g, g2, · · · , ge−1 は乗法群をなし，gi の逆元 (gi)−1 = ge−i ∈ G

である．さらに，G に属するすべての元が g ∈ G のべき乗で表わされるとき
G を巡回群 (cyclic group)といい g を原始元 (primitive element)という．ま
た，巡回群の位数は原始元の位数に等しい†．

† ただし，原始元は 1つに限らない（演習問題 [問 4.5]参照）．
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いま，Galois体 GF (pm) の非ゼロ元を α を用いて表そう．{xi} = αi であ
るから αi ∈ GF (pm) である．GF (pm) の元は有限個であるから，∃i, αi =

αj , i > j, となる．したがって，αi−j = 1 となるから，αe = 1 となる最小の
正整数を e とすれば e は α の位数であり，α0 = 1, α1, α2, · · · , αe−1, はすべ
て異なり巡回群をなす．ここで，α が原始元のとき e = pm − 1 である†．した
がって，素数 p を標数とするGalois体 GF (pm) の非ゼロ元は巡回群でその位
数は pm − 1 である．

［定理 4.2.6 ］次式は GF (pm) のすべての元を根としてもつ．

xpm − x = 0. (4.2.11)

□

（証明） q = pm とする．xq − x = x(xq−1 − 1) であるから GF (q) の q − 1 個の非ゼ
ロ元は xq−1 − 1 = 0 の根であり，これら非ゼロ元は乗法群をなす††．GF (q) の各元の
位数は q − 1 を割り切らねばならず，したがって q − 1 個の元は xq−1 = 1 の根であ
る．一方，次数は q − 1 であるから，高々 q − 1 個の根しかなく，したがって，これら
がすべての元である†††． □

次に，後に必要となる結論を定理として示しておく．

［定理 4.2.7 ］P (x) を GF (q) 上の m 次の既約多項式とし，その 1つの根を
β ∈ GF (qm)とする．このとき，P (x)は相異なるm個の根 β, βq, βq2

, · · · , βqm−1

をもつ． □

（証明） [P (x)]q = P (xq) であるから（演習問題 [問 4.4] 参照），βq, βq2
, · · · , βqm

が根となることは明らかである．いま，m > i > j とし βqi

= βqj

と仮定する．
β = βqm

= (βqi

)qm−i

= (βqj

)qm−i

= βqm+j−i

から βqm+j−i−1 = 1 となり
e|qm − 1, e|qm′ − 1, m′ < m である．ここで，e は β の位数である．これは，P (x)

† α の位数 e は，P (x)|(xe − 1) となる最小の正整数 e に一致する．これを P (x) の周期
(period)という．周期が pm − 1 に等しいものが原始多項式である（式 (2.5.32)参照）．原
始多項式は GF (pm) の原始元を根としてもつ．

†† α ∈ GF (q) とすれば，他の非ゼロの元は αi, i = 2, 3, · · · , q−1, である．α の位数は q− 1
であるから x = αi は xq−1 = 1 を満たす．

††† GF (pm) は GF (p) をその部分集合として含むが xp − x = 0 の根は p 個しか存在せず，そ
れらが GF (p) の元である．よって，xpm − x = (xp − x)A(x) と表わされる．以上から位
数 q = pm の GF (q) において，

Qn
i=1(x − ρi) = xn − 1 となる．ただし，ρ が位数 n す

なわち ρn = 1 を満たす最小の n のとき，ρ を 1 の原始 n 乗根 (primitive n-th root of
unity)とよぶ．n = q − 1 としたものが式 (4.2.11)である．GF (q) の元 α の位数が q − 1
ならば，α は GF (q) の原始元である．
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が GF (q) 上の m 次の既約多項式であることに矛盾する．したがって，これらの根は
すべて異なる． □

4.2.1 Galois体の元のべき表現

GF (p) の元を係数とする m 次の原始多項式 F (x) の根を α とする．先に
述べたように，GF (pm) の非ゼロ元はすべてある原始元 α のべき乗で表わさ
れ，位数 pm − 1 の巡回的な乗法群をなす．すなわち

{0, 1, α, α2, · · · , αpm−2} = GF (pm), (4.2.12)

である．ここで，αpm−1 = 1 である．これをべき表現という．

4.2.2 Galois体の元のベクトル表現

GF (p) 上の m 次の原始多項式 P (x) の根を α とする．GF (pm) は P (x)

を法とする多項式の剰余類環であるから，P (x) の根を α = {x} とすれば
GF (pm) の元は，1, α = {x}, α2 = {x2}, · · · , αm−1 = {xm−1} の線形結合で
表される（定理 4.2.4 (ii)参照）．これは，次式のように m − 1 次の多項式で
表わされる．

cm−1{xm−1}+ cm−2{xm−2}+ · · ·+ c1{x}+ c0

= cm−1α
m−1 + cm−2α

m−2 + · · ·+ c1α+ c0, (4.2.13)

　 ci ∈ GF (p), i = 0, 1, · · · , m − 1.
したがって

(cm−1, cm−2, · · · , c1, c0) ∈ GF (pm), (4.2.14)

と表わされる．これをベクトル表現といい，{αm−1, αm−2, · · · , 1} を多項式基
底 (polynomial basis)という．

［例 4.2.4 ］p = 2, m = 3 とし α の最小多項式 m(x) = x3 +x+1 とする．GF (23)

の元は表 4.2.2のように GF (2) の長さ 3のベクトルに展開できる． □

演習問題
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表 4.2.2: GF (23) の元
べき表現 多項式表現 ベクトル表現
0 0　 0　 0
1 1 0　 0　 1
α α 0　 1　 0
α2 α2 1　 0　 0
α3 α +1 0　 1　 1
α4 α2 +α 1　 1　 0
α5 α2 +α +1 1　 1　 1
α6 α2 +1 1　 0　 1

[問 4.1] 整数環のある部分集合がイデアル I であるための必要十分条件は，s ∈ I が I

の最小の元 r の倍数でなければならないことを示せ．

[問 4.2] 4を法とする加法と乗法を示せ．また，これが体の公理を満たさないことを示
せ．4つの元からなる集合 {0, 1, a, b} が体となる加法と乗法の例を示せ．

[問 4.3] 整数 r を法とする整数環が体をなすための必要十分条件は r が素数であるこ
とである．これを証明せよ．

[問 4.4] GF (2) の x の任意の多項式を a(x) とする．次式が成り立つことを示せ†．

[a(x)]2 = a(x2).

[問 4.5] {1, 2, 3, 4} = GF (5)\0 よりなる乗法群 G の原始元を求めよ．

[問 4.6] 例 4.2.4において原始元を示せ．また，f(x) = x3 + x2 + 1 としたときはど
うか．

[問 4.7] GF (q) 上において xc − 1|xn − 1, n ≥ c, であるための必要十分条件は c|n
であることを証明せよ．

† 一般に，GF (q) 上の多項式 a(x) について，[a(x)]q = a(xq) が成り立つ．
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BCH符号とRS符号

BCH符号はその発見者 R.C.Bose, D.K.Ray-Chaudhuri, A.Hocquenghem
の 3人の名前の頭文字をとって名づけられた．優れた能力を持ち，かつ広範囲
のパラメータ値に対し定義されたランダム誤り訂正符号の代表的なものであ
る．ここでは，一般に GF (q) 上の符号を考える．ただし，q は素数のべき乗
である．

5.1 巡回符号

第 4章で述べた準備をもとに，再び巡回符号をとりあげ補足し，BCH符号
を導く．

GF (q) 上の m 次の生成多項式 G(x) は，m 個の根 α1, α2, · · · , αm をもつ．
すなわち，αi の最小多項式を mi(x) とすると

G(x) = LCM[m1(x),m2(x), · · · ,mm(x)], (5.1.1)

である．一方，式 (2.5.5)の符号語 v(x) は G(x)|v(x) であるから，s 個の根
α1, α2, · · · , αs, s ≤ m, をもつものとする†．このとき

v(αi) = 0,　 i = 1, 2, · · · , s, (5.1.2)

G(x) = LCM[m1(x),m2(x), · · · , ms(x)], (5.1.3)

さらに，mi(x) の周期を ni とするとき

LCM(n1, n2, · · · , ns)|n, (5.1.4)

† 通常，v(x) に対しては G(x) の一部の根が与えられる．例 5.1.1では 1, α のみを与えてい
る．BCH符号なども同様である．なお，αi を Mi 重にもつとき G(x) に [mi(x)]Mi を含
ませればよい．

55
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でなければならない（演習問題 [問 4.7]参照）†．以上より，次の定理を得る．

［定理 5.1.1 ］GF (q) 上の m 次の多項式 G(x) で生成される式 (5.1.2) の巡
回符号のパリティ検査行列 H は次式で与えられる．

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 α1 α2
1 · · · αn−1

1

1 α2 α2
2 · · · αn−1

2

...
...

...
...

1 αs α2
s · · · αn−1

s

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.1.5)

□

（証明）式 (5.1.2)の s 個の連立方程式を vHT = 0 とすれば明らか． □

ここで，G(x) を既約多項式に分解し，それぞれより 1つずつ根を選ぶ．こ
こで，分解された次数 mi の最小多項式 mi(x) の根 αi は，GF (q) 上で長さ
mi のベクトルである．また，定理 4.2.7に示した通り，αi �= αj であっても，
mi(x) が αj の根をもてば mj(x) は不要である††．

［例 5.1.1 ］次式で与えられる G(x) = 0 の根は 1, α, α2, α4 である．

G(x) = (1 + x)(1 + x + x3). (5.1.6)

いま，1, α を選べば，表 4.2.2より

H =

"
1 1 1 1 1 1 1

1 α α2 α3 α4 α5 α6

#

=

2
6664

1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 0

0 0 1 0 1 1 1

3
7775 , (5.1.7)

となる． □

一般に，2元 Hamming符号のパリティ検査行列 H は次のようにして与え
られる．GF (2m) の原始元 α を用い，その最小多項式 m1(x) を生成多項式と
する．このとき

H = [1, α, α2, · · · , α2m−2], (5.1.8)

† G(x)|xn − 1 であるから α1, α2, · · · , αs は xn − 1 の根である．したがって αi の周期
ni|n．

†† G(x) を既約多項式に分解し，各々から 1つずつ根を選べば
P

mi = deg G(x) である．そ
の結果，パリティ検査行列 H は [deg G(x)] × n の行列で与えられる．
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で，各列は GF (2m) の非ゼロの 2m − 1 個の元からなる．αj は GF (2) 上で
長さ m のベクトルである．
誤り（系列）多項式 (error polynomial)を e(x) = e0+e1x+ · · ·+en−1x

n−1

としたとき，式 (5.1.8) で与えられるパリティ検査行列より，シンドローム
s = eHT は

n−1∑
i=0

eiα
i = w(α), (5.1.9)

ただし

w(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + · · ·+ wn−1x

n−1, (5.1.10)

を与える．ここで，w(x) は受信 (系列)多項式 (received polynomial)である．
式 (5.1.9)より αi の i は系列の位置で，ei �= 0 ならば第 i+ 1 番目の位置に
誤りが生じたことを示す．また αi の係数 ei は誤り数値を示す．
巡回 Hamming符号は，GF (2m) 上の原始元 α を根とする最小多項式を生
成多項式とする符号で d = 3 である．いま，最小距離 d を大きくするために
符号語多項式が満足する根の数を増加させる．もし，α2 を追加すると m1(x)

は既に根として α2 をもつから，巡回Hamming符号と同一である．すなわち，
符号語を v(x) とするとき

v(α) = 0, (5.1.11.a)

v(α2) = 0, (5.1.11.b)

となり

H1 = [1, α, α2, α3, · · · , αn−1], (5.1.12.a)

H2 = [1, α2, α4, α6, · · · , α2(n−1)], (5.1.12.b)

は同じパリティ検査行列を与える．

［例 5.1.2 ］m = 3 とし (7, 4, 3) Hamming符号を考える．G(x) = x3 + x + 1 と
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すると

H1 =

2
64 1001011

0101110

0010111

3
75 . (5.1.13.a)

H2 =

2
64 1001011

0010111

0111001

3
75 . (5.1.13.b)

となり，実際

H =

"
H1

H2

#
, (5.1.14)

としても任意の 2行が線形独立でしかなく，d = 3 である． □

次に，α, α2 に加え α3 を追加する．すなわち

H3 = [1, α3, α6, α9, · · · , α3(n−1)]. (5.1.15)

とし

H =

[
H1

H3

]
, (5.1.16)

(5.1.17)

とする．いま，H1 より得られるシンドロームを S1，H3 より得られるシンド
ロームを S3 とすると

S = [S1, S3], (5.1.18)

は次のように t = 2 個の誤りを訂正できる．2つの誤りが生起したとし，その
誤り位置の未知数を，A,B ∈ {0, 1, · · · , n − 1} とする．

S1 = αA + αB , (5.1.19.a)

S3 = α3A + α3B . (5.1.19.b)

上式より

αA · αB = (S1)2 +
S3

S1
, (5.1.20)

を得る．式 (5.1.19.a)，式 (5.1.20)より，αA, αB は

z2 + S1z + (S1)2 +
S3

S1
= 0, (5.1.21)
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の根として求められる．同様に誤りが 1個のときは

z + S1 = 0, (5.1.22)

の根となる．ただし，(S1)3 = S3 である．
以上より，巡回符号の生成多項式の根を追加することより最小距離を増加さ
せることができることがわかる．これを一般に，α, α2, · · · , α2t となる連続す
る根をもつ生成多項式を選ぶことにより BCH符号が導かれる．

5.2 BCH符号

BCH符号は生成多項式 G(x) もしくは生成行列 G，或いはパリティ検査行
列 H のいずれかにより定義される．

［定理 5.2.1 ］αをGF (qm)の元とする．生成多項式G(x)が αd0 , αd0+1, · · · ,

αd0+d−2 を根としてもつ q 元BCH符号の最小距離は少なくとも d である．□

（証明） 式 (5.1.5)において根 α1, α2, · · · , αs が題意を満たす根で与えられるとき，そ
のパリティ検査は式 (5.2.11)のように与えられる†．この行列の任意の d − 1 個の相異
なる列で作られる次式の行列式 D を考える．

D =

˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛

(αd0)j1 (αd0)j2 · · · (αd0)jd−1

(αd0+1)j1 (αd0+1)j2 · · · (αd0+1)jd−1

...
...

...

(αd0+d−2)j1 (αd0+d−2)j2 · · · (αd0+d−2)jd−1

˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛

(5.2.1)

= αd0(j1+j2+···+jd−1)

˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛

1 1 · · · 1

αj1 αj2 · · · αjd−1

...
...

...

(αj1)d−2 (αj2)d−2 · · · (αjd−1)d−2

˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛
.

(5.2.2)

ここで，次式Vandermondeの行列式˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xs

x2
1 x2

2 · · · x2
s

...
...

...

xs−1
1 xs−1

2 · · · xs−1
s

˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛̨̨
˛
=
Y
i>j

(xi − xj), (5.2.3)

† 定理 5.2.3参照．
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から†，式 (5.2.1)の任意の 2つの列が同じでなければ D �= 0，よって式 (5.2.11)のパ
リティ検査行列の任意の d − 1 またはそれ以下の列の和は非ゼロ，すなわちGF (q) 上
で線形独立である．この結果，定理 2.1.7を q 元符号に拡張すれば最小距離は少なくと
も d 以上である††． □

最も簡単かつ重要な q 元 BCH符号は GF (qm) の原始元を α とし，d0 =

1, d = 2t+ 1 とするとき，符号語多項式が

α, α2, α3, · · · , α2t, (5.2.4)

を根としてもち t 個の誤りが訂正できる．このように，原始元の連続するべき
乗を根とするような G(x) を求めることが必要である．α, α2, · · · , αd−1 の最
小多項式をそれぞれ m1(x),m2(x), · · · , md−1(x) とするとき

G(x) = LCM[m1(x), m2(x), · · · ,md−1(x)], (5.2.5)

で与えられる．特に，2元 BCH符号においては任意の偶数乗の根 αie はある
奇数 io の最小多項式 mio

(x) の根に含まれるから†††

G(x) = LCM[m1(x), m3(x), · · · ,md−2(x)], (5.2.6)

である．定理 4.2.4より degmi(x) ≤ m，ゆえに degG(x) ≤ mt, d − 1 = 2t
である．

［定理 5.2.2 ］次式を満足する 2元 (n, k, d)（原始）BCH符号が存在する．

n = 2m − 1, (5.2.7.a)

n − k ≤ mt, (5.2.7.b)

d = 2t+ 1. (5.2.7.c)

□

一般に，符号長 n = qm −1 のBCH符号を原始BCH符号 (primitive BCH
code)と呼ぶ．

† もし xi = xj なら両辺は共に 0であるから (xi − xj) を因数としてもつ．両辺は同じ次数で
なければならないから，左辺の対角要素の積 1 · x2 · x2

3 · · ·xs−1
s より右辺の定数は 1である

ことがわかる．
†† 連続根をもてば D �= 0 であるから，これは d 以上の最小距離をもつための十分条件である．
††† 例えば，α2, α4 は m1(x)，α6 は m3(x)，α8 は m1(x)，α10 は m5(x) のそれぞれの根
である．一般にある整数 j により，ie = io × 2j , io < ie, で表される．
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式 (5.2.7.a) ∼式 (5.2.7.c)のパラメータは，図 3.2.1において d/n → 0, n →
∞ ではあるが，n ≤ 1000 では V-G下界式を越える [Pet61]．
いま，符号語多項式を v(x) = v0+v1x+ · · ·+vn−1x

n−1 とする．α, α2, · · · ,

α2t を根としてもつから

v(αi) = v0 + v1α
i + v2α

2i + · · ·+ vn−1α
(n−1)i

= 0,　 i = 1, 2, · · · , 2t, (5.2.8)

すなわち

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 α α2 · · · αn−1

1 α2 α4 · · · α2(n−1)

...
...

...
...

1 α2t α4t · · · α2t(n−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.2.9)

とおくと

(v0, v1, · · · , vn−1)HT = 0. (5.2.10)

一般に，次の定理が与えられる．

［定理 5.2.3 ］(BCH符号) q 元 (n, k, d) BCH符号のパリティ検査行列 H

は次式で与えられる．

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 αd0 (αd0)2 · · · (αd0)n−1

1 αd0+1 (αd0+1)2 · · · (αd0+1)n−1

...
...

...
...

1 αd0+d−2 (αd0+d−2)2 · · · (αd0+d−2)n−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.2.11)

□

なお，αd0−1, αd0+d−1 を根としてもたないとき，この d を特にBCH符号の
設計距離 (designed distance)ということがある．

［例 5.2.1 ］t = 1 とするとき，Hamming符号は m 次の原始多項式 m1(x) を生成
多項式とする符号である．したがって，パリティ検査行列 H は，α を m1(x) の原始
元とするとき，m1(x) は α, α2 を根としてもつから

H = [1, α, · · · , αn−1], (5.2.12)
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で与えられる．例えば，2元 (15, 11, 3) Hamming符号は，α を m1(x) = x4 + x + 1

の根とするとき，次式で与えられる．

H =

2
6664

100010011010111

010011010111100

001001101011110

000100110101111

3
7775 . (5.2.13)

□

［例 5.2.2 ］t = 2 とする．2元 (15, 7, 5) 原始 BCH符号を構成する．GF (24) の原
始元を α とすると

m1(x) = x4 + x + 1, (5.2.14.a)

m3(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1, (5.2.14.b)

より m1(x) は α, α2, α4, α8 を，m3(x) は α3, α6, α12, α9 をもつ．連続した 4個の根
α, α2, α3, α4 をもつ生成多項式 G(x) は

G(x) = LCM[m1(x), m3(x)]

= m1(x) · m3(x)

= x8 + x7 + x6 + x4 + 1, (5.2.15)

となる．このとき，パリティ検査行列 H は

H =

"
α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

α0 α3 α6 α9 α12 α0 α3 α6 α9 α12 α0 α3 α6 α9 α12

#
,(5.2.16)

すなわち，式 (2.1.15)で与えられる． □

5.3 RS符号

RS符号 [RS60] †は，その能力が優れており，復号法の開発にともない注目
されている符号の 1つである．理論的ばかりでなく実用的にも優れ，連接符号
[For66]の外部符号に用いられる他，バースト誤り訂正にも有効である．

GF (q) 上 , q > 2, の非 2元 (n, k, d) BCH符号は，次のパラメータをもつ．

n = qm − 1, (5.3.1.a)

n − k ≤ 2mt, (5.3.1.b)

d = 2t+ 1. (5.3.1.c)

† 有本 [Ari61]により独立にRS符号に相当する符号の構成法と復号法が発見されている．
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RS符号は BCH符号において，m = 1, n = q − 1 とおいた特別なパラメー
タの GF (q) 上の符号である．RS符号の生成多項式 G(x) は GF (q) の原始元
を α とすると，α, α2, · · · , αd−1 を根としてもつ．この結果，次の定理が得ら
れる．

［定理 5.3.1 ］GF (q) 上 , q > 2, の (n, k, d) RS符号は

n = q − 1, (5.3.2.a)

0 < k ≤ q − 1, (5.3.2.b)

d = n − k + 1, (5.3.2.c)

を満足する．ここで，生成多項式 G(x) は

G(x) = (x − α)(x − α2) · · · (x − αd−1),　α ∈ GF (q), (5.3.3)

で与えられる． □

［定義 5.3.1 ］(n, k, d) 符号において

d = n − k + 1, (5.3.4)

を満たす符号を最大距離分離 (maximum distance separable : MDS)符号と
いう†． □

RS符号は最大距離分離符号である．すなわち，同一の最小距離の符号の中
で，最小の検査記号数となる優れた符号である．RS符号のパリティ検査行列 H

は

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 α α2 · · · αn−1

1 α2 α4 · · · α2(n−1)

...
...

...
...

1 αd−1 α(d−1)2 · · · α(d−1)(n−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.3.5)

で与えられる．ここで，α ∈ GF (q) である．RS符号は，符号語の記号と原始
元 α が共に同一の拡大体 GF (q) の元であるのが特徴である．

［例 5.3.1 ］GF (4) 上の (3, 2, 2) RS符号を構成する．α2 +α+1 = 0, α2 = β とし

{0, 1, α, β} = GF (4),

† Singltonの上界式 (q.3.3.1)を等式で満たす．
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で表わす．

G(x) = x − α, (5.3.6)

であり，符号語は次の通りである．

000 1α0 β0α βα1

01α αβ0 10β 111

0αβ β10 1βα ααα

0β1 α01 α1β βββ

□

［定理 5.3.2 ］符号長 n の RS符号を考える．誤りのみを訂正，または消失
と誤りの両者を訂正するとき，その復号化に必要な計算労力（論理演算回数）
は O(n log42 n) で与えられる． □

（証明） 略 [Jus72][Hir96]． □

GF (q) 上 , q = 2m, の RS符号は m ビットを 1バイトとするバイト誤り訂
正符号と考えることができる．それぞれの m ビットをさらに符号化したもの
が連接符号である [For66][KK80][Hir96]．

［定義 5.3.2 ］(連接符号) kK 個の q 元記号を GF (qK) 上で (n, k, d) 外部
符号化し†，さらに n 個，n ≤ qK − 1, の qK 元記号を，それぞれ GF (q) 上
で (N, K, D) 内部符号化する．これを連接して得られる (n0, k0, d0) 符号を連
接符号と呼ぶ．ここで

n0 = nN,

k0 = kK, (5.3.7)

d0 ≥ dD.

ただし，q は素数のべき乗である． □

　連接符号は図 5.3.1のように 2段の符号化過程をもつ．

［例 5.3.2 ］図 5.3.2に外部符号を GF (24) 上の (15, 11, 5) RS符号，内部符号を
GF (2) 上の (7, 4, 3) Hamming 符号とする 2 元 (105, 44, 15) 連接符号の符号語の
例を示す．ここで，外部符号は P (x) = x4 + x + 1 の根を α とするとき，生成

† 外部符号には通常 RS 符号を用いる．
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図 5.3.1: 連接符号の符号化復号化過程と符号語

多項式 g(x) = x4 + α13x3 + α6x2 + α3x + α10 で生成され，内部符号は生成多
項式 G(x) = x3 + x + 1 で生成されるものとする．また，例では情報記号列を 10

進数で (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) とする．このとき，(15, 11, 5) RS 符号の符号語
(0, α0, α1, α4, α2, α8, α5, α10, α3, α14, α9, α6, α11, α3, α4) で与えられる．図中縦方向
左側 4列は GF (24) 上のRS外部符号を，横方向 15行はHamming内部符号を示して
いる． □

連接符号を用いて，構成的で漸近的に能率の良い†，現在知られている唯一の
代数的符号が Justesen符号 [Jus72]である．

［定義 5.3.3 ］(Justesen符号) kK 個の 2元情報記号を GF (2K)上で (n, k)

RS外部符号化する．ここで，n = 2K − 1 である．次いで，n 個の 2K 元記号
をランダムシフト符号によるWozencraftの 2K − 1 個の集合の相異なる符号
に写像し，それぞれ GF (2) 上の (N, N/2) 符号化する．(N, N/2) 符号の検査
記号の � 個の記号を除いて得られる (N − �,N/2) 削除符号を内部符号とする．
ここで，0 ≤ � < N/2 = K である．これらを連接して得られる線形 (n0, k0)

符号を Justesen符号と呼ぶ．ただし，n0 = n(2K − �), k0 = kK である．□

［定理 5.3.3 ］2元 (n0, k0, d0) Justesen符号の漸近的距離比 δJ (r0) は次式

† 漸近的に能率の良い符号とは， r > 0 で limn→∞ d
n

> 0 の性質を指す．
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0 0 1 1　1 0 1
1 0 0 0　1 0 1
1 1 1 0　1 0 0
1 1 0 0　0 1 0
1 0 1 0　0 1 1
1 0 0 1　1 1 0
1 0 0 0　1 0 1
0 1 1 1　0 1 0
0 1 1 0　0 0 1
0 1 0 1　1 0 0
0 1 0 0　1 1 1
0 0 1 1　1 0 1
0 0 1 0　1 1 0
0 0 0 1　0 1 1
0 0 0 0　0 0 0

��
��




	




	

n

k

K
N

図 5.3.2: 2元 (105, 44, 15) 連接符号の符号語の例

を満足する．

δJ(r0) = lim
n0→∞ inf(d0/n0)

≥ max
1/2≤R<1

(1− r0

R
)H−1

b (1− R), (5.3.8)

Hb(·)は式 (3.1.5)で与えた 2元エントロピー関数，0 < k0
n0
= r0 < 1 である．

□

（証明） 略 [Jus72][Hir96]． □

演習問題

[問 5.1] GF (26) の原始元を α とする．α3, α6, α9, α12 を根にもつ GF (2) 上の符号
のパラメータを求めよ．ただし，原始多項式は m1(x) = x6 + x + 1 で与えられる．

[問 5.2] GF (2) 上の原始多項式 m1(x) = x3 + x + 1 の根を α とする．
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(1) GF (23) のすべての元のべき表現とベクトル表現を示せ．

(2) 原始元 α を根としてもつHamming符号のパリティ検査行列 H1 を示せ．

(3) G(x) = (x + 1)m1(x) を生成多項式とする巡回符号のパリティ検査行列 H2 を
示せ．

(4) G(x) で生成される巡回符号のパラメータ n, k, d を示せ†．

(5) G(x) で生成される巡回符号のバースト誤り検出能力を示せ．ただし，バースト長
は 7以下とする．

[問 5.3] GF (2) 上の原始多項式 m1(x) = x4 + x + 1 の根を α とする．

(1) GF (24) のすべての元のべき表現とベクトル表現を示せ．

(2) 原始元 α を根としてもつHamming符号のパリティ検査行列 H1 を示せ．

(3) α3 を根としてもつ最小多項式 m3(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 により (n, k, d)

BCH符号を構成したとき，パラメータ n, k, d を求めよ．

(4) この BCH符号のパリティ検査行列 H2 を示せ．

† 情報点の 1つを検査点とし，全記号に対する偶数パリティをとる．





6
代数的復号法

復号法には最尤復号を実行する確率的復号 (probabilitic decoding[For66])
法と，符号化の代数的構造を利用し，シンドロームを用いて代数的演算を実行
する代数的復号 (algebraic decoding)法がある．前者は指数的な演算回数，例
えば O(2nr) を必要とするが，後者は代数的な演算回数，例えば，2元 BCH符
号は O(n log22 n) で実現できる．ここで，n は符号長を示す．

6.1 復号手順

GF (q) 上の (n, k, d) 符号の復号手順は次の通りである．
1. シンドローム計算：受信系列よりシンドローム多項式 (syndrome polynomial)

S(z) を計算する．
2. 基本方程式：S(z) より，誤り位置多項式 (error locator polynomial) σ(z)，
誤り数値多項式 (error evaluator polynomial) η(z) を与え，適当な多項式
φ(z) を用いて，次の基本方程式 (key equation)を解く．

σ(z)S(z) + φ(z)z2t = η(z). (6.1.1)

式 (6.1.1)から，σ(z), η(z) を求める．ただし，t = �d−1
2 � である．

3. 誤り位置計算：σ(z) より，その根 αi を求め，誤り位置を求める．
4. 誤り数値計算：σ(z) の形式的微分をほどこした多項式 σ′(z) と η(z) より，
非零の誤り数値を求める．
5.1で t = 2の場合を示したように，tが小さい場合は σ(z)を比較的簡単な形
で表わすことができる．しかし，tが大きくなると基本方程式を解くことが大変と
なる．復号アルゴリズムには，Petersonアルゴリズム，Berlekamp-Massey

69
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アルゴリズム，Euclidアルゴリズム [SKHN75][KK80]，Welch-Berlekampア
ルゴリズム，スペクトル技法を用いた復号法などがある．ここでは広範な符号
の復号法を与える Euclidアルゴリズムについて述べる．Euclidアルゴリズム
は，整数の最大公約数を求める Euclid互除法を基本とし，これを多項式に適
用し基本方程式を解くものである．
［Euclidアルゴリズム］
GF (q) 上の符号語 v = (v0, v1, · · · , vn−1) を GF (qm) 上の有理式表現する
ことにより，Goppa符号と同様に符号語 v が

v →
n−1∑
i=0

vi

z − αi
= 0　 mod g(z), (6.1.2)

を満足する広いクラスの符号の復号法を考える．ここで，αi, i = 0, 1, · · · , n−1,
は GF (qm) の元から多項式 g(z) の根を除いた部分集合の元，g(z) は GF (qm)

上の多項式である．なお，g(z) = z2t とすれば {v} は最小距離 2t+1 のBCH
符号である．
ここでは，GF (q) 上の (n, k, 2t + 1) BCH符号を考える．送信符号語多項
式を v(x)，受信系列多項式を w(x)，誤り系列多項式を e(x) とする．ここで

v(x) = v0 + v1x+ v2x
2 + · · ·+ vn−1x

n−1, (6.1.3.a)

w(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + · · ·+ wn−1x

n−1, (6.1.3.b)

e(x) = e0 + e1x+ e2x
2 + · · ·+ en−1x

n−1, (6.1.3.c)

　 vi, wi, ei ∈ GF (q), i = 0, 1, 2, · · · , n − 1,
と表わす．明らかに

w(x) = v(x) + e(x), (6.1.4)

である．ここで，ei �= 0 となる誤り位置 i の集合を E で表わす．簡単のため
パリティ検査行列 H は，定理 5.2.3で d0 = 1，すなわち式 (5.2.9)で与えられ
るものとする．

1. シンドローム多項式
シンドローム S1, S2, · · · , S2t は

Sj = w(αj)

= e(αj),　 j = 1, 2, · · · , 2t, (6.1.5)
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で与えられる．いま，t 個以下の誤り位置を

{i1, i2, · · · , is} = E,　 s ≤ t, (6.1.6)

とする．

Sj = ei1(α
j)i1 + ei2(α

j)i2 + · · ·+ eis
(αj)is

=
∑
i∈E

ei(αj)i, (6.1.7)

であるから

S(z) = S1 + S2z + · · ·+ S2tz
2t−1, (6.1.8)

とおくと

S(z) =
∑
i∈E

eiα
i

1− αiz
　 mod z2t, (6.1.9)

である．なぜならば

S(z) =
2t∑

j=1

Sjz
j−1

=
2t∑

j=1

∑
i∈E

ei(αj)izj−1

=
∑
i∈E

ei

2t∑
j=1

(αi)jzj−1　 (modz2t), (6.1.10)

と表すことができるからである．ここで

αi

1− αiz
=

∞∑
j=1

(αi)jzj−1, (6.1.11)

を用いた．
2. 基本方程式
式 (6.1.9)の両辺に

σ(z) =
∏
i∈E

(1− αiz), (6.1.12)

を乗ずると

σ(z)S(z) = η(z)　 mod z2t, (6.1.13)
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を得る†．ここで

η(z) =
∑
i∈E

eiα
i
∏
��=i

(1− α�z), (6.1.14)

である．式 (6.1.13)は関数 φ(z) を用いて，式 (6.1.1)となる．ここで，式
(6.1.12)，式 (6.1.13)より，明らかに

t ≥ deg σ(z) > deg η(z) (6.1.15)

である．Euclid互除法は式 (6.1.15)を用いて，g(z) = z2t と S(z) との最大
公約多項式を求めるとき，剰余多項式はその次数が初めて t − 1 以下になっ
たとき停止すれば，式 (6.1.1)の σ(z) の解を与える．

一般に 2つの整数 M > N に対し，Euclid互除法は，

M = Q1N + r1,　N > r1,

N = Q2r1 + r2,　 r1 > r2,

r1 = Q3r2 + r3,　 r2 > r3, (6.1.16)

...

rn−1 = Qn+1rn + 0,

とするとき

GCD(M, N) = rn, (6.1.17)

である．

［例 6.1.1 ］整数 33019, 10947 の最大公約数を Euclid互除法により求める．

33019 = 3 × 10947 + 178,

10947 = 61 × 178 + 89,

178 = 2 × 89 + 0,

より

GCD(33019, 10947) = 89.

□

† 誤り訂正は，結局式 (6.1.13)の σ(z), η(z) を求める問題であるから，これを基本方程式とよ
ぶ場合がある．
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［定理 6.1.1 ］r−1(z) = z2t, r0(z) = S(z) とおく．GCD[r−1(z), r0(z)] を
求める多項式の Euclid互除法

ri−2(z) = qi(z)ri−1(z) + ri(z),

deg ri−2(z) = deg qi(z) + deg ri−1(z), (6.1.18)

deg ri−1(z) > deg ri(z),　 i = 1, 2, · · · ,

を実行する．deg ri(z) ≤ t − 1 のとき，これを停止する．このとき
σ(z) = γah(z), (6.1.19.a)

η(z) = (−1)hγrh(z), (6.1.19.b)

で与えられる．ただし，γ は σ(0) = 1 とするための係数であり，ah(z) は

aj(z) = qj(z)aj−1(z) + aj−2(z), (6.1.20)

　 j = 1, 2, · · · , h,

で与えられる．ここで，a−1(z) = 0, a0(z) = 1 である． □

3. 誤り位置計算
式 (6.1.19.a)で得られた σ(z) により，σ(αi) = 0 となる αi ∈ GF (qm) を
求め，誤り位置 i ∈ E を求める†．
2元 BCH符号の場合，ei ∈ {0, 1} であるから，これで復号は完了する．

4. 誤り数値計算
非 2元 BCH符号のとき，誤り ei の値を求める必要がある．これは，i ∈ E

に対し

ei = − η(αi)
σ′(αi)

, (6.1.21)

で与えられる [Forney アルゴリズム]．

［定理 6.1.2 ］Euclid復号法による復号アルゴリズムの計算労力は O(t2) で
与えられる． □

（証明） 略 [KK80]． □

† σ(z) に z = αi, i = 0, 1, · · · , n − 1, を順次代入し，σ(αi) = 0 となる i を求める．これ
を，Chien探索という．
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［例 6.1.2 ］2元 (15, 5, 7) BCH符号を考える．GF (24) の原始元 α を GF (2) 上の
z4 + z + 1 の根とする．非ゼロの元は表 6.1.1のように与えられる．ここで，α15 = 1

である．簡単のため符号語 v = 00 · · · 0，受信系列 w = 010010100000000 とする．し
たがって，e = w である．

表 6.1.1: GF (24) の非ゼロ元

α3 α2 α 1

α0 0 0 0 1

α1 0 0 1 0

α2 0 1 0 0

α3 1 0 0 0

α4 0 0 1 1

α5 0 1 1 0

α6 1 1 0 0

α7 1 0 1 1

α8 0 1 0 1

α9 1 0 1 0

α10 0 1 1 1

α11 1 1 1 0

α12 1 1 1 1

α13 1 1 0 1

α14 1 0 0 1

さて，シンドロームは

S1 = α + α4 + α6 = α13,

S2 = S2
1 = α26 = α11,

S3 = α3 + α12 + α18 = α12, (6.1.22)

S4 = S2
2 = α22 = α7,

S5 = α5 + α20 + α30 = 1,

S6 = S2
3 = α24 = α9.

したがって

S(z) = α13 + α11z + α12z2 + α7z3 + z4 + α9z5, (6.1.23)
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である．次に，g(z) = z6 と S(z) の最大公約数を求めるためEuclid互除法を適用する．

z6 = (α6z + α12)S(z) + r1(z),

S(z) = α8zr1(z) + r2(z), (6.1.24)

r1(z) = (α13z + α13)r2(z) + r3(z).

ここで

r1(z) = αz4 + α7z3 + α11z2 + α5z + α10,

r2(z) = α3z3 + αz2 + α5z + α13, (6.1.25)

r3(z) = α12z2 + α14,

　deg r3(z) = 2 ≤ t − 1,

であるから，ここで停止する．一方

a−1(z) = 0,

a0(z) = 1,

とおき

a1(z) = (α6z + α12) + 0,

a2(z) = α8za1(z) + 1

= α14z2 + α5z + 1, (6.1.26)

a3(z) = (α13z + α13)a2(z) + a1(z)

= α12z3 + α10z2 + α14z + α,

より

σ(z) = α11z3 + α9z2 + α13z + 1, (6.1.27)

を得る．σ(z) = 0 を解いて，z = α9, α11, α14 を得る．αi − z = αi(1 − α−iz) より，
それぞれ α−6, α−4, α−1 を用いて誤り位置 E = {1, 4, 6} となる．これは e = w を示
す． □

6.2 スペクトル技法を用いた符号化復号化

Fourier変換による符号化復号化の表現 [Bla83]につき簡単に述べる．長さ
n のベクトル v を考える．

v = (v0, v1, · · · , vn−1),　 vi ∈ GF (q), (6.2.1)
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この離散 Fourier変換 f を

f = (f0, f1, · · · , fn−1),　 fj ∈ GF (qm), (6.2.2)

とするとき

fj =
n−1∑
i=0

viα
ij ,　 j = 0, 1, 2, · · · , n − 1, (6.2.3)

で定義される．ここで，α は 1の原始 n 乗根である．このとき，逆 Fourier変
換が存在し

vi =
1
n

n−1∑
i=0

fjα
−ij ,　 i = 0, 1, 2, · · · , n − 1, (6.2.4)

である．
vi も fj も同一の体 GF (q) から選んだものが RS符号である．符号語は 2t
個の特定のスペクトル f∗

i = 0 とする条件の下に，逆 Fourier変換して得られ
たベクトル v の集合として定義される．同様に，復号化は誤り訂正能力以下の
誤りベクトルのスペクトルが受信系列を Fourier変換して得られる．これが 2t
個のシンドロームであり，f∗

i = 0 と定めた条件より誤りベクトルを求めるこ
とができる．

演習問題

[問 6.1] Euclid アルゴリズムの C 言語によるソースプログラムを作れ．ただし，
q = 2, n ≤ 64, とする．

[問 6.2] 2元 (15, 5, 7) BCH符号を考える．

(1) 生成多項式 G(x) の例を示せ．

(2) 情報系列多項式 u(x) = 1 + x2 + x4 のとき，符号語多項式 v(x) を求めよ．

(3) 誤り系列多項式 e1(x) = 1 + x6 + x7, e2(x) = 1 + x7 + x9 + x12 のとき，それ
ぞれ誤り訂正を行え．
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誤り訂正符号，誤り検出符号は LSIの発達と共に広く用いられる様になっ
た．特に
1. データ伝送機器，宇宙・衛星通信システム，移動通信システム，
2. 計算機の主記憶装置，補助記憶装置，
3. ディジタルオーディオ・ビデオ機器，
などに多くの適用例がある．

7.1 通信システム用符号

コンピューネットワークアーキテクチャの下層レイヤであるデータリンクレ
ベルにおける HDLC手順には生成多項式

G(x) = x16 + x12 + x5 + 1, (7.1.1)

の CRC(cyclic redundancy check)符号が誤り検出符号として用いられてい
る．この符号は b ≤ 16 の単一集中バースト誤り，2ビットおよび奇数ビット
誤りをすべて検出する．
自動車無線などの移動通信システムにはバースト誤り訂正符号として (43, 31)

BCH符号が，PCM音声放送用衛星通信システムにはランダム誤り訂正符号と
して (63, 56) BCH符号が，また文字放送システムには (272, 190) 短縮差集合
巡回符号が用いられている．いずれも誤り訂正装置を簡単化する必要がある．
本文では述べなかったが，たたみ込み符号を用いたものも実用化されている．
宇宙通信システムでは内部符号をたたみ込み符号とし，(255, 233) RS外部符
号による連接符号が用いられている．

77
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7.2 計算機記憶装置用符号

2元 (2m, 2m − m − 1, 4) 拡大 Hamming符号は，（半導体）主記憶装置に
単一誤り訂正二重誤り検出 (single error correcting/double error detecting :
SEC/DED)符号として大型計算機に広く用いられている．通常，主記憶装置
は 1語長 k を 8ビット（= 1バイト）の整数倍で構成することが多いから，拡
大Hamming符号を短縮して用いる．すなわち，情報記号部の先頭 s ビットを
0とみなし，(n, k, d) 符号から (n − s, k − s, d) 符号を得る．通常

　　 (22,16,4)符号，
　　 (39,32,4)符号，
　　 (72,64,4)符号，

などが用いられる．次に，(22,16,4)符号を例にとって符号化復号化過程を示
そう．このための符号器・復号器は専用 LSIとして既に市販されている†．こ
のような LSIでは記憶装置アクセスメモリの高速性が要求されるため，高速組
合せ論理回路を用いており，また大きい符号長の符号器・復号器を作るのに，

† たとえば，AMD社製Am2960などである．
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LSIを縦続接続することにより容易に実現できる．この LSIの生成行列 G は

G = [I16, P ], (7.2.1)

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

011100

110100

110010

100010

011010

100110

010110

001110

110001

101001

011001

100101

010101

001101

100011

001011

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (7.2.2)

で与えられる [AMD79]．この符号のパリティ検査行列 H は式 (2.1.5)より容
易に求められる．例 2.1.4，例 2.2.1で示したようにシンドロームは誤り訂正に
関する情報を持つから，表 7.2.1のように誤り訂正表としてあらかじめ計算し
ておくことが可能である．
主記憶装置には，Hamming符号のようにランダム誤り訂正符号が用いられ

る．一方，補助記憶装置では記憶媒体の性格上，磁性面の傷などが連続した誤
りを生じさせることが多く，通常バースト誤り訂正符号が用いられる．
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表 7.2.1: シンドロームによる誤り訂正手順 [AMD79]
s6 0 1 0 1 0 1 0 1

s5 0 0 1 1 0 0 1 1

s1 s2 s3 s4 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 ∗ 22 21 T 20 T T M

0 0 1 19 T T 16 T 14 9 T

0 1 0 18 T T M T 13 7 T

0 1 1 T 11 5 T 1 T T M

1 0 0 17 T T 15 T 12 6 T

1 0 1 T 10 4 T M T T M

1 1 0 T 8 3 T 2 T T M

1 1 1 M T T M T M M T

∗ − no errors detected.

Number − the location of the single bit-in-error.

T − two errors detected.

M − three or more errors detected.

s = (s1, s2, · · · , s6) .

磁気ディスク装置では

n ≤ 585442,

n − k = 56,

G(x) = (x22 + 1)(x11 + x7 + x6 + x+ 1)

·(x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x+ 1)

·(x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x6

　+ x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1), (7.2.3)

などのバースト誤り訂正符号が用いられている．この符号は b ≤ 11 [bits] の
単一集中バースト誤りを訂正できる†．磁気テープ記憶装置では，トラック走行
方向に GF (28) 上の (8, 7, 2) Reed-Solomon符号を用い，さらにトラック垂直
方向に (9, 8, 2) 符号を用いている．

† この符号器・復号器としてAMD社製AmZ8065専用 LSIがある．
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図 7.3.1: 誤り訂正アルゴリズム用 LSIの例（三菱電機（株）提供）

7.3 ディジタルオーディオ，ビデオ機器用符号

CD(compact disk)などオーディオ用光ディスク装置にはランダム誤りと
バースト誤りが混在し 2重化RS符号が用いられ，10−7 以下の誤り確率を達成
している．また，DAT(digital audio tape)には RS積符号が用いられている．
ビデオ用 VTR(video tape recoder)にも RS積符号が用いられ，2.46 ∼ 227
[Mbits/sec] という高速伝送速度で，10−7 程度の誤り確率を達成している．
図 7.3.1に，6で述べた Euclidアルゴリズムを実行する LSIの例を示す．光
ディスク装置，DVD(digital versatile disk)，ディジタル TV用などのための
RS符号誤り訂正（消失も含む）を 160Mbpsの高速で実行する．符号長 n ≤ 255
バイト，パリティ検査記号数 n−k ≤ 16 バイトの符号に対応する．シンドロー
ム計算，Euclidアルゴリズム計算，Chien探索の 3パイプライン方式により高
速処理を可能としている．図 7.3.1の写真のように，外形 100ピンのパッケー
ジに収められている．
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略解・ヒント

第 1章の略解・ヒント

[解 1.1] まず，DH(vm, vm′) と dH(vmi, vm′i) の大小関係が対応していることを述
べる．dH(·, ·) の非負性，対称性は明らか．三角不等式は vmi = vm′i と vmi �= vm′i

に分けて示す†．

[解 1.2] 誤り検出可能なことは受信系列が符号語にならないこと，誤り訂正可能なこ
とは t 個以下の誤りを訂正して受信系列から唯一つの符号語が得られることを示す．

[解 1.3] 解 1.2と同様，復号方法を示す．

第 2章の略解・ヒント

[解 2.1] WH(e) = � のとき，WH(ci) = �, ∃m̂, w → vm̂ となり正しく復号される．

[解 2.2] e = ci, vm̂ = w + ci とすれば最小距離復号を実行している．

[解 2.3] 最大事後確率復号法が平均復号誤り確率を最小にする．Bayes規則を用いて
符号語の生起確率が等しいとき最尤復号法が事後確率を最大にしていることを示す．

[解 2.4] w1H
T = w2H

T のとき w1 + w2 = vm ∈ C から，∃vm′ ∈ C, w1 =

ci + vm′ , w2 = vm + w1 より w2 = ci + vm′ + vm，したがって w2 のコセット
リーダも ci となる．

[解 2.5] 2m−r−1 − 1 個以下の誤りを訂正し，2m−r−1 個の誤りを検出できることを用
いる．そのために，r 段の多数決論理復号法を適用する．

[解 2.6] n0 = n1n2, k0 = k1k2, であることは明らか．k0 の情報記号のうち第 i行第
j 列，i ≤ k1, j ≤ k2, が非ゼロとすると，第 i行には少なくとも d1 個の非ゼロの要素
があり，そのそれぞれに d2 個の非ゼロの要素がある．よって，d0 = d1d2 ．

[解 2.7] GHT の第 (i, j) 成分を直接計算する．

† vmi, vm′i, vm′′i の等式関係を 6つ (または 8つ)の場合に分けて示してもよい．
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[解 2.8] v(x) ∈ C と v′(x) = xnv(1/x) をそれぞれ G(x), H ′(x) が割り切る．

[解 2.9] H(x) = 1 + x2 + x3 のとき 101110，および H(x) = 1 + x + x3 のとき
1110100．

[解 2.10] � + 1 個以上の誤りが生じたとき復号誤りとなる．

第 3章の略解・ヒント

[解 3.1] n! に対する Stirlingの公式を用いる．

[解 3.2] q 元線形 (n, k) 符号の重みの総和 W ≤ nqk−1(q − 1) を導く．

[解 3.3] k 個の情報記号のうち k − 1 個がゼロ，残り 1 個が非ゼロの符号語を考える．

第 4章の略解・ヒント

[解 4.1] Euclidの互除法を用いて r と s の最大公約数 g = ar + bs ∈ I から g = r

を導く．

[解4.2] 4を法とする演算では 2·2 = 0となり，体をなさない．例えば，P (x) = 1+x+x2

の剰余類 {x} = α とするとき，{0, 1, a, b} = {0, 1, α, α2} は体をなす．

[解 4.3] r = ab (合成数)と仮定し矛盾することを導く．

[解 4.4] a(x) を与えこれを 2 乗する．GF (2) では 12 = 1, 02 = 0, 1 + 1 = 0 とな
ることを用いる．

[解 4.5] 原始元は 2, 3 である．

[解 4.6] α の他 α2, α3, α4, α5, α6 は原始元である．

[解 4.7] xc − 1|xjc − 1 であるから，n = jc + i, i < c と仮定し Euclidの互除法を適
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用する．xi − 1|xjc − 1 となり仮定に矛盾する．よって i = 0．

第 5章の略解・ヒント

[解 5.1] G(x) = (x6 + x4 + x2 + x + 1)(x3 + x2 + 1)，2 元 (21, 12, 5) 符号が得ら
れる．

[解5.2] (1)表4.2.2参照． (2) H1 = [1 α α2 · · · α6]. (3) H2 =

"
1 1 1 · · · 1

1 α α2 · · · α6

#
.

(4) (7, 3, 4) 符号． (5) バースト長を b，見逃し誤り率を Pd とする．b ≤ 4 のとき
Pd = 0，b = 5 のとき Pd = 2−3，b > 5 のとき Pd = 2−4．

[解 5.3] (1) 表 6.1.1参照． (2) H1 = [1 α α2 · · · α14]. (3) (15, 7, 5) 符号． (4)

H2 =

"
1 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

1 α3 α6 α9 α12 α0 α3 α6 α9 α12 α0 α3 α6 α9 α12

#
.

第 6章の略解・ヒント

[解 6.1] 略．

[解 6.2] (1) G(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x + 1． (2) v(x) = x14 + x9 + x7 +

x4 + x3 + x + 1． (3) e1(x) のとき，シンドローム Sj , j = 1, 2, · · · , 6, は

Sj = w(αj) = e(αj),　 j = 1, 2, · · · , 6, (a.3.2.1)

である．したがってシンドローム多項式 S(z) は

S(z) = S1 + S2z + S3z
2 + · · · + S6z

5

= α5 + α10z + α8z2 + α5z3 + α5z4 + αz5, (a.3.2.2)

となる．r−1(z) = z2t, r0(z) = S(z) とし，Euclid 復号法を行うと

ri−2(z) = qi(z)ri−1(z) + ri(z), (a.3.2.3)
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より

q1(z) = α3 + α14z,

r1(z) = α8 + α11z + α2z2 + α11z3 + α5z4,

q2(z) = α8 + α11z,

r2(z) = α2 + α10z + α14z2 + α3z3

q3(z) = α3 + α2z,

r3(z) = α4 + α12z2,

deg(r3(z)) ≤ t − 1, (a.3.2.4)

となる．また a−1(z) = 0, a0(z) = 1 とし

ai(z) = qi(z)ai−1(z) + ai−2(z), (a.3.2.5)

より

a1(z) = α3 + α14z,

a2(z) = α12 + αz + α10z2,

a3(z) = α14 + α4z + α8z2 + α12z3, (a.3.2.6)

である．したがって誤り位置多項式 σ(z) は

σ(z) =
1

α14
a3(z) = 1 + α5z + α9z2 + α13z3, (a.3.2.7)

となり，これを Chien 探索することにより σ(1) = σ(α8) = σ(α9) = 0 が得られる．
したがって E = {0, 6, 7} となり，e1(x) を得ることができる．

e2(x) のときは訂正能力以上の誤りが生じているため E = {2, 8, 11}となり，正しく
訂正できない．
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主な記号表
記号 意味

A ∪ B 集合 A と B の和集合
A ∩ B 集合 A と B の積集合

AC 集合 A の補集合
A \ B 集合 B を除く集合 A

A ⊃ B 集合 A は集合 B を含む
∀a ∈ A 全称記号 (集合 A の任意の要素 a に対し)
∃a ∈ A 存在記号 (集合 A の要素 a が存在する)

sup 上限 (l.u.b.,supremum)

inf 下限 (g.l.b.,infimum)

� 漸近的に等しい
; 近似的に等しい

o(f(x)) Landauの記号: g(x) = o(f(x)) とは lim
x→∞

g(x)

f(x)
= 0,

O(f(x)) Landauの記号: g(x) = O(f(x)) とは ∃A( �= 0), |g(x)| ≤ A|f(x)|, (x → ∞)

n! 階乗 (= n(n − 1) · · · 2 · 1，ただし 0! = 1)`
n
r

´
組合せ

“
= n!

r!(n−r)!

”
det[A] 行列 A の行列式

AT 行列 A の転置行列
aT ベクトル a の転置ベクトル
|a| a の絶対値

(·, ·) 開区間，(a, b) = {x; a < x < b}
[·, ·] 閉区間，[a, b] = {x; a ≤ x ≤ b}
max 最大値
min 最小値
lim 極限

mod(·) 法
�x� x より小さいか等しい (x を越えない)最大の整数
�x� x より大さいか等しい (x を越える)最小の整数
φ 空集合 (empty set)

P (E) 事象 E の確率
DH(·, ·) ベクトル間のHamming距離
dH(·, ·) 要素間のHamming距離
WH(·) ベクトルのHamming重み
wH(·) 要素のHamming重み
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主な記号表
記号 意味

LCM(·, ·, · · · , ·) 最小公倍数
GCD(·, ·, · · · , ·) 最大公約数

deg(·) 次数
M |N(M � |N) M はN を割り切る（割り切らない）
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主な記号表
記号 意味

G 群
R 環
I イデアル
F 体

GF (·) Galois体
N 自然数
Z 整数
R 実数
C 複素数
Q 有理数

B = {0, 1} 2 元記号
Hb(·) 2 元エントロピー関数 (対数の底は 2)
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主な変数名表
記号 意味
n 符号長
k 情報記号数
d 最小距離
t 誤り訂正個数
r 符号化比率 r = k

n

δ(r) 漸近的距離比，δ = limn→∞ d
n
, r = k

n

ε 2元対称通信路の誤り確率
p 素数
q 素数のべき乗，q = pm （m は正整数）

α ∈ GF (pm) GF (p) 上の既約多項式の根，q = pm

u 情報記号系列（ベクトル）u = (u1, u2, · · · , un)

v 符号語，符号系列（ベクトル）v = (v1, v2, · · · , vn)

w 受信系列（ベクトル）w = (w1, w2, · · · , wn)

e 誤り系列（ベクトル），誤りパターン e = (e1, e2, · · · , en)

u(x) 情報記号多項式 u(x) = u0 + u1x + · · · + uk−1x
k−1

v(x) 符号語多項式 v(x) = v0 + v1x + · · · + vn−1x
n−1

w(x) 受信系列多項式 w(x) = w0 + w1x + · · · + wn−1x
n−1

e(x) 誤り系列多項式 e(x) = e0 + e1x + · · · + en−1x
n−1

G 生成行列
H パリティ検査行列

G(x) 生成多項式
H(x) パリティ検査多項式
P (x) 既約多項式
F (x) 原始多項式
m(x) 最小多項式
mi(x) αi を根とする最小多項式，αi ∈ GF (q)

σ(z) 誤り位置多項式
η(z) 誤り数値多項式
S(z) シンドローム多項式
x, z 不定元
E 誤り位置の集合

（注）多くの変数名は従来の習慣に従った．
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Abel群, 43

誤り位置計算, 69, 73

誤り位置多項式, 69

誤り系列多項式, 57, 70

誤り数値計算, 69, 73

誤り数値多項式, 69

位数, 43, 49

イデアル, 27, 46

M系列, 34

� out of n 符号, 7

可換環, 45

可換群, 43

拡大線形符号, 21

拡大体, 49

拡大Hamming符号, 22

確率的復号法, 69

加法群, 43

Galois体, 11, 48

環, 27, 45

関数ノード, 105

完全符号, 20, 38

基礎体, 49

基本方程式, 69, 71

既約, 48

逆元, 43

既約多項式, 33, 48

Gallager型正則 LDPC符号, 101

偶数パリティ検査符号, 6

繰り返し符号, 99

群, 43

計算量, 3

限界距離復号法, 9

原始元, 51

原始多項式, 32, 33, 52

原始 BCH符号, 60

恒等元, 43

効率, 3

コセットリーダ, 14

Goppa符号, 70

Golay符号, 22

最小距離, 5

最小距離復号法, 9

最小多項式, 50

最大距離分離符号, 63

最大事後確率復号法, 103

最大長系列符号, 34

最尤復号法, 9, 103

削除符号, 22

sum-productアルゴリズム, 107

CRC符号, 33, 77

斜体, 47

周期, 32, 52

受信系列多項式, 57, 70

巡回群, 51

94
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巡回Hamming符号, 34

巡回符号, 26, 47

条件付き独立, 104

情報記号数, 5

乗法群, 43, 51

情報理論, 1

剰余類, 14

剰余類環, 46, 47

剰余類首, 14

剰余類体, 48

Singltonの上界式, 41

シンドローム, 16

シンドローム計算, 69

シンドローム多項式, 69, 70

信念ネットワーク, 104

信頼性, 3

正規部分群, 44

整数環, 46

生成行列, 12

生成多項式, 27

正則 LDPC符号, 100

積符号, 35

設計距離, 61

ゼロ元, 43

漸近的距離比, 39

送信符号語多項式, 70

双対符号, 14

相反多項式, 30

組織符号, 12

素体, 48

体, 47

代数的復号法, 69

タナーグラフ, 107

単位元, 43

単一誤り訂正二重誤り検出符号, 78

短縮巡回符号, 32

短縮符号, 21

チェーン則, 104

直交空間, 29

直交符号, 24

通信路, 3

低密度パリティ検査符号, 99

等価, 13

等距離符号, 26, 35

独立, 104

2元対称通信路, 3

バースト誤り, 26, 33

Berlekamp-Masseyアルゴリズム, 70

Hamming重み, 7

Hamming距離, 4

Hammingの限界式, 37

Hamming符号, 20

パリティ検査行列, 13

パリティ検査多項式, 29

反復符号, 6

PN系列, 34

BCH符号, 61

Petersonアルゴリズム, 69

非巡回有向グラフ, 104

非正則 LDPC符号, 102

標準配列, 14

標数, 48

ファクターグラフ, 105

Vandermondeの行列式, 59

副群, 14

復号誤り確率, 3

復号表, 15

複雑さ, 3

符号化比率, 3, 100

符号化復号化システム, 3

符号語, 5

符号語多項式, 27
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符号長, 5

符号理論, 1

部分群, 44

ブロック符号, 5

Plotkinの上界式, 41

ベイジアンネットワーク, 104

べき表現, 53

ベクトル表現, 53

変数ノード, 105

無限群, 44

モニック多項式, 48

Euclidアルゴリズム, 70

有限群, 43, 44

有限体, 48

Justsen符号, 65

Reed-Muller符号, 24

連接符号, 64, 99
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A
低密度パリティ検査符号

低密度パリティ検査 (Low density parity check:LDPC)符号は，1963年R.G.Gallaer

[Gal63]により提案された符号のクラスである．Gallagerは情報理論の分野で知られ，
特にランダム符号化による符号化定理を明快に証明している†．この考え方は，LDPC

符号のパリティ検査行列集合や Justesen符号 [Jus72]の内部符号に見られる．LDPC

符号はパリティ検査行列で定義されるから，勿論線形符号である．LDPC符号の提案は
古いが，ランダム符号の考え方††を巧みに用い，しかも当初から復号法に重点を置いて
いる†††．その意味で，性能の良い符号より，むしろ復号が容易な符号と位置づけられる．

LDPC符号は符号長 nが十分大きいときに良い性能を示す††††．nを大としなければ
ならないことは，当然復号に要する計算量 χ(n)が大となる．本資料で議論した BCH

符号などは，第 6章の復号アルゴリズムでO(d2)，O(n log2 n)程度の計算量で良いが，
符号性能 d/n → 0(n → ∞)（定理 5.2.2参照）となってしまう．そのような視点から
見ると，LDPC符号は χ(n) = O(n)程度に押さえ，n → ∞ で符号性能を劣化させず
程々の d/n 9 0(n → ∞)を持つ．したがって，P (E) → 0(n → ∞)を達成する．勿
論，理想的なランダム符号化†††††と最尤復号法による性能（ただし，符号の存在のみ）に
は及ばない．
以上の結果，LDPC符号は Shannon limitの近傍の性能を実現することが出来る．同

様な性質を持つ数少ない非ランダム符号として知られる繰り返し符号 (iterated codes)・
連接符号 (concatenated codes)は明快に定義され符号の探索に nの代数的オーダの計
算量で可能であるのに比べ，LDPC符号は，はるかに計算量がかかる．しかし，ランダ

† Shannonによるランダム符号化は符号語をランダムに生成するのに対し，Gallagerは符号
（化）をランダムに生成している [Hir00]．

†† 代数的構成法よりランダム符号化に条件を付けた確率的構成法と見ることが出来る．
††† 本資料では代数的構成法による良い性能を持った符号化に力点があり，復号法は符号化の結果
として成り立つ条件を用いて実行される．勿論，LDPC符号でも両者は対であり別々に考え
ることは出来ない．ただし，最尤復号法では符号化の構造を考慮しない．

†††† 符号化定理が示す通り，多くの符号は復号誤り確率 P (E)が nと共に指数的に 0に収束する．
LDPC符号の P (E)の上界は，十分小さな誤り確率 Eの 2元対称通信路で，ある条件の下に√

nと共に指数的に 0に収束することが示されている [Gal63]．
††††† パリティ検査行列H のハミング重みWH(H) = O(n2)である．

99
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ム符号化ほどではない．
なお，LDPC符号は非 2元符号も構成できるが，ここでは 2元符号を仮定する．ま

た，LDPC符号には確率的な議論が必要であるが，本資料の性格上主として代数的な記
述に止める．各章と同様，符号長 n，情報記号数 k，生成行列G，パリティ検査行列H

など特に断わらない限り同一の記号を用いる．

A.1 符号化法

A.1.1 パリティ検査行列
LDPC符号はその名の通り，パリティ検査行列H = [hij ]の非 0要素が少ない（ハ

ミング重みが小さな，疎な）符号のクラスと定義される．

［定義 A.1.1 ］(正則 LDPC符号) m行 n列 (m < n)のパリティ検査行列Hreg =

[hij ]の行ベクトル表現，列ベクトル表現をそれぞれ式 (A.1.2),(A.1.3)とする．

Hreg =
h

hij

i
(A.1.1)

=

2
66664

hr1

hr2

...

hrm

3
77775 (A.1.2)

=
h

hT
c1, hT

c2, · · · , hT
cn

i
(A.1.3)

ここで

∀i : WH(hri) = wr (i = 1, 2, · · · , m),

∀j : WH(hcj) = wc (j = 1, 2, · · · , n)
(A.1.4)

ただし，wc � m(wr � n) のとき，Hreg で定義される符号を (n, wc, wr) 正則
LDPC符号という． ˜

通常，wc = O(1)である．また，WH(H) = O(n)であり，極端に wc � mと選ぶ
と符号性能の劣化することが知られている．ただし，行列Aのハミング重みをWH(A)

で表す．wcn = wrmが成り立つから，(n, wc, wr)正則 LDPC符号の符号化比率 rは
次式で与えられる†．

r ≥ 1 − wc

wr
(A.1.5)

† 不等号は rank(H) < mのため．
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［定義 A.1.2 ](Gallager型正則 LDPC符号） 式 (A.1.1)のHreg を wc 個の部分
行列Hr1, Hr2, · · · , Hrwc に分解する．

Hr1 =

2
66664

111 · · · 1 0

0 111 · · · 1 0
...

0 111 · · · 1

3
77775 (A.1.6)

で与えられ，Hr2, Hr3, · · · , Hrwc はHr1の列置換で与えられるパリティ検査行列HGal

で定義される符号を (n, wc, wr)Gallager型正則 LDPC符号という． ˜

ここで，部分行列を決める列置換は互いに独立な乱数を用いるものと仮定する．

［例 A.1.1 ] n = 15，wc = 3，wr = 2，m = 10，r ≥ 1− (2/3) = 1/3の (15, 3, 2)

正則 LDPC符号

Hreg =

2
6666666666666666664

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

3
7777777777777777775

(A.1.7)

このパリティ検査行列は，Hc1 の列置換を下記の規則的な置換行列によってHc2 を生
成している．

"
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 4 7 10 13 2 5 8 11 14 3 6 9 12 15

#

その結果，Hreg の列ベクトルは全て異なり 2個の列ベクトルは線形独立である，定
理 2.1.7より最小距離 d ≥ 3である． ˜

［例 A.1.2 ]((15,3,2)Gallgaer型正則LDPC符号) [例A.1.1]で，乱数による列
置換を用いてGallgaer型正則 LDPC符号のHGal を生成する．列置換の置換行列をラ
ンダムに選ぶ．その結果、例えば"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

12 8 10 4 2 6 1 3 7 5 9 13 15 14 11

#
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で与えるとき

Hreg =

2
6666666666666666664

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0

3
7777777777777777775

(A.1.8)

明らかに，hc7 = hc8, hc13 = hc14 であり，d ≥ 1である． ˜

Gallagerは復号性能を向上させるため，内径の大きい 2部グラフを乱数を用いて生
成するよう工夫している [Gal63]．
なお，式 (A.1.4)のいづれか一方が成り立たない（重みが一定ではない）とき，非正

則 LDPC符号という．非正則 LDPC符号に良い性能を持った符号が存在することが
知られている [Mac99]．
一般に符号長 nが比較的小さい場合は，ランダムに生成されたパリティ検査行列から

復号性能の良い符号を選び出す必要がある．nが大きい場合，ランダムに生成されたパ
リティ検査行列のほとんど全てが同一の性能を持つ．したがって，nが大きくなるに従
い，良い符号の選別の必要性は減少する．

A.1.2 生成行列
パリティ検査行列で定義される LDPC符号は復号の計算量の点で優れるが，符号化

の計算量に問題がないわけではない．巡回符号・擬巡回符号に基づいて構成的に与えら
れる LDPC符号は，本文中 2.5に述べた生成多項式により容易に符号化出来る．しか
し，一般にパリティ検査行列H で与えられた符号を生成するためには，定理 2.1.3など
を用いてGHT = 0となる生成行列Gを求める必要がある．これは，m元 1次連立方
程式を解く（例えば，ガウスの消去法）ことになりO(n3)の計算量を要する．さらに，
これにより求められた生成行列 Gは一般に疎な行列ではなくなり，WH(G) = O(n2)

から符号語の生成にO(n2)の計算量がかかることになる†．

† 組織符号の場合，右上三角をゼロ（すなわち，下三角行列）としたような疎なパリティ検査行
列を与え，簡単に符号化することが出来る（付録演習問題 [1]参照）．この場合，生成行列を用
いることなく情報記号から順次検査記号求めることが出来る．なお，与えられ LDPC符号の
パリティ検査行列をガウスの消去法で右上三角をゼロに変換しても，得られたパリティ検査行
列は疎な行列とは限らないことに注意．
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A.1.3 最小距離

A.2 復号法

A.2.1 最大事後確率復号法
(1) ブロック単位の最大事後確率復号法
（ブロック単位の）復号誤り確率P (E)を最小とする復号法は最大事後確率 (maximum

a posterior:MAP)復号法である．この復号法は，符号語を v1, v2, · · · , vM，受信語を
wとするとき，復号器は

w → vm̂|[ max
1≤m≤M

P (vm|w) = P (vm̂|w)] (A.2.1)

を実行する [Hir96]．式 (1.2.7) で示した最尤復号法は右辺後半の条件式の事後確率
P (vm|w)が尤度 P (w|vm)となっていることが異なる．しかし，Bayes規則により，符
号語の生起確率 P (vm)がmによらず一定，P (vm) = 1/M, m = 1, 2, · · · , M のとき，
最大化操作は等価である．したがって，mによらず P (vm) = 1/M のとき，最尤復号
は P (E)を最小にする．

(2) シンボル単位の最大事後確率復号法
符号長が比較的小さいブロック符号の場合，通常（ブロック単位の）復号誤り確率

P (E)で評価する．しかし，ブロック符号とは構造の異なるトレリス符号や符号長の大
きい LDPC符号・ターボ符号の場合，（シンボル単位の）復号誤り確率 P (e)で評価する
ことが多い．シンボル単位の最大事後確率復号法はシンボル単位の復号誤り確率を最小
にする．この復号法は，vm = (vm1, vm2, · · · , vmn), w = (w1, w2, · · · , wn)とすると

wi → v̂i|[max
vi

P (vi|w) = P (v̂i|w)], i = 1, 2, · · · , n, (A.2.2)

である．ただし，ここでは 2元符号を仮定しているから，vi, v̂i ∈ {0, 1}である．上式
右辺の条件式は

P (vi|w) =
X

1≤m≤M,vmi=vi

P (vm|w), vi ∈ {0, 1} (A.2.3)

により計算される．上式より，シンボル単位の事後確率 P (vi|w)を求めるには全ての符
号語について周辺確率を計算する必要がある．すなわち

P (vi = 0|w) =
X

1≤m≤M,vmi
=0

P (vm|w) (A.2.4.a)

P (vi = 1|w) =
X

1≤m≤M,vmi
=1

P (vm|w) (A.2.4.b)
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である．

A.2.2 条件付独立
式 (A.2.4.a),(A.2.4.b)で与えられる周辺確率の計算は，M 個の符号語で vmi = 0

（または，vmi = 1）となる符号語全ての和をとらねばならず，指数オーダの計算量が必
要である．しかし幸い実問題では，確率変数間に条件付独立が仮定できる場合が多い．
LDPC符号もその様な条件が成り立つ†．その結果，周辺確率の計算量を小さくできる．
これを実行する方法が，後に述べる sum-product:SP)アルゴリズムである．

n個の確率変数（事象††）を V1, V2, · · · , Vn とする．一般に n変数の同時確率（結合
確率）P (V1, V2, · · · , Vn)(≥ 0)は，次式のように展開†††できる．

P (V1, V2, · · · , Vn) =

P (V1)P (V2|V1)P (V3|V1, V2) · · ·P (Vn|V1, V2, · · · , Vn−1)

(A.2.5)

ここで，n個の事象 V1, V2, · · · , Vn の生起が互いに独立のとき，次式が成り立つ．

P (V1, V2, · · · , Vn)

= P (V1)P (V2)P (V3) · · ·P (Vn) (A.2.6)

いま簡単のため 3つの確率変数を考え，これらをX, Y, Z とする．次式が成り立つと
き，X と Y は独立であるという．

P (X|Y ) = P (X) (A.2.7)

同様に次式が成り立つとき，X と Y は Z の下に条件付き独立であるという．

P (X|Y, Z) = P (X|Z) (A.2.8)

式 (A.2.8)を図A.2.1のように表す．

A.2.3 ベイジアンネットワーク
ベイジアンネットワーク†(Bayesian network:BN)[Pea88]は同時確率における確率

変数間の依存関係を表す非巡回有向グラフ (direct acyclic graph:DAG)である．図
† むしろパリティ検査行列を低密度にし，条件付独立性を利用して復号を容易にしていると言う
ことが出来る．

†† 正確には，m個の互いに素な事象 E1, E2, · · · , Em に対し，事象 Ei が生起したとき値 xを
とる偶然量X が確率変数である．例えば，サイコロを投げたとき目が iである事象をEi(i =
1, 2, · · · , 6)とし，同時に 2つのサイコロを投げたとき事象Ei, Ej が生起したとする．目の和
x = i + j をとるX が確率変数で，X = 2, X = 3, X = 4, · · · , X = 12となる確率がそれ
ぞれ P (X = 2) = 1/36, P (X = 3) = 2/36, P (X = 4) = 3/36, · · · , P (X = 12) = 1/36
である．ここでは n = mで，m個の事象が n個の確率変数 V1, V2, · · · , Vn に 1対 1に対応
しているために混乱はない．

††† これをチェーン則という．
† 確率推論の分野では信念ネットワーク (belief network:BN)とも呼ばれる [IEICE99]．ノー
ドは命題を示し，アークは命題間の依存関係を示す．
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X Z Y

P (Z)

P (X|Z) P (Y |Z)

図 A.2.1: 確率変数X と Y は Z の下に条件付き独立

A.2.1に示した通り，ノードに確率変数，親ノードから子ノードへの有向アークに子
ノードの条件付親ノードの確率を対応させる．その結果，条件付独立の確率構造を単純
なグラフで示すことが出来る．論理的 (logical)に，あるいは仮説 (hypothesis)，仮定
(assumption)により，確率変数間に条件付独立性が成り立つとき，コンパクトにデー
タ構造を表現することが出来る．

［例 A.2.1 ] 次式の BNを図A.2.2に示す．

(1) P (V1, V2, V3, V4, V5)

= P (V1)P (V2|V1)P (V3|V1, V2)P (V4|V1, V2, V3)P (V5|V1, V2, V3, V4)

(A.2.9)

(2) P (V1, V2, V3, V4, V5)

= P (V1)P (V2|V1)P (V3|V2)P (V4|V3)P (V5|V4) (A.2.10)

(3) P (V1, V2, V3, V4, V5)

= P (V1)P (V2|V1)P (V3|V1)P (V4|V2, V3)P (V5|V2) (A.2.11)

A.2.4 Sum-product復号法
ベイジアンネットワークはノードにより確率変数を，アークにより確率変数間の依存
関係を示す†．一般にノードが変数を示し，アークに変数間の関数を記述したグラフが
ファクターグラフであり，関数もノードで示す．前者を変数ノードといい丸で示すし，
後者を関数ノードといい四角で示すことにする．変数 Vi と Vj が関数関係 f(Vi, Vj)を
持つとき，図A.2.3のように表す．
これを用いてLDPC符号の復号を考えよう．m行n列のパリティ検査行列H = [hij ]

が与えられると，そのファクターグラフは n個の変数ノード，m個の関数ノード（検
査ノード）を持つ．符号語のシンボル Vj を変数ノード（符号ノード），パリティ検査行

† 必ずしもアークに条件付確率を付与する必要はない．
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V1 V2 V3

P (V1) P (V2|V1)

P (V3|V1, V2)

V4

P (V4|V1, V2, V3)

V5

P (V5|V1, V2, V3, V4)

(1) 式 (A.2.9)

V1 V2 V3

P (V1)

P (V2|V1) P (V3|V2)

V4

P (V4|V3)

V5

P (V5|V4)

(2) 式 (A.2.10)

V1

V2

V5

V3

V4

P (V1)
P (V2|V1)

P (V5|V2)

P (V3|V1)

P (V4|V2, V3)

(3) 式 (A.2.11)

図 A.2.2: 式 (A.2.9)－ (A.2.11)のベイジアンネットワーク
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Vi Vj

f(Vi|Vj)

図 A.2.3: ファクターグラフ

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v8v7 v9 v10 v11 v12 v14v13

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6 φ8φ7 φ9 φ10

v15

φ1 = v1 + v2 + v3

φ2 = v4 + v5 + v6

φ10 = v12 + v13 + v14

...

図 A.2.4: 式 (A.1.8)のタナーグラフ

列の条件 φi（シンドロームが 0となるパリティ検査方程式）を関数ノードとするとき，
タナーグラフという．タナーグラフは，hij = 1のとき，vj と φi の間にアークを持ち，
変数ノード間，関数ノード間にはアークは存在しない．
タナーグラフ上で有向グラフの順方向へ変数ノードと関数ノード間で交互に局所計算
結果をメッセージとして伝播させることにより，周辺事後確率の計算を実行アルゴリ
ズムが sum-productアルゴリズムである．変数ノードでは，関数ノードから送られ
てきたメッセージの（送り先の関数ノードからきたメッセージを除いて）積を計算し送
り先の関数ノードに戻す．関数ノードでは，変数ノードから送られてきたメッセージの
（送り先の変数ノードからきたメッセージを除いて）積和を計算し送り先に返す．この
アルゴリズムはグラフにループがないとき，正確な周辺事後確率を計算する††

[Sum-productアルゴリズム]

†† 多くの場合，ループが存在する．このとき，sum-product アルゴリズムは正確な計算をする
保障はない．しかし，短いループを含まない場合，良い近似を与えることが知られている．た
だし，メッセージ伝播はグラフ上の全ての関数ノードからアークのある全ての変数ノードに
メッセージを伝播させ，続いて全ての変数ノードからアークのある全ての関数ノードにメッ
セージを伝播させ，これを繰り返す並列アルゴリズムを仮定する．
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A.3 復号誤り確率

A.3.1 確率的復号法

A.3.2 シンボル単位の復号誤り確率の評価

演習問題

[問A.1] 情報記号列u = (u1, u2, · · · , uk)が与えられたとき，m×n(m < n, m = n−k)

のパリティ検査行列H = [hij ]を用いて組織符号の符号語 v = (v1, v2, · · · , vn)を生成
せよ．ただし，H = [hij ]の (m − 1) × (m − 1)右上三角はゼロであるとする．
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略解・ヒント

[解A.1] 組織符号であるから，v1 = u1, v2 = u2, · · · , vk = uk である．vHT = 0

より
kX

i=1

vih1i + vk+1 = 0,

k+1X
i=1

vih2i + vk+2 = 0,

...
n−1X
i=1

vihki + vn = 0,

(A.a.1)

が成り立つ．式 (A.a.1)の第 1式から vk+1を求め，これを第 2式に代入し vk+2を求め
る．これを順次第 3式，第 4式と繰り返すと全てのパリティ検査記号 vk+1, vk+2, · · · , vn

が求められる．例えば

u = (u1, u2, u3, u4)

= (v1, v2, v3, v4),
(A.a.2)

H =

2
64 1 1 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 1

3
75 (A.a.3)

のとき，次式が成り立つ．
v1+v2+v4+v5 = 0から，v5 = v1+v2+v4，これを次式に代入しv3+v5+v6 = 0から，

v6 = v3+v5，これを次式に代入し v2+v3+v5+v6+v7 = 0から，v7 = v2+v3+v5+v6

と順次求まり，符号語 v = (v1, v2, · · · , v7)が得られる．


